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在 中 学 数学 竞赛 里 , 不等式 是 一 个 重要 的 内 容 , 怎样 来 学 
IR- ANRH? 

读者 知道 二 次 函数 、 正 弦 和 余弦 函数 、 正 切 和 余 切 孙 数 ， 
在 可 能 相差 一 个 符号 的 前 提 下 , 它们 都 是 是 函数 ( 见 第 一 节 )， 
在 现实 世界 中 , Ul 3 k e E H E. mH PLP S K, BE 
EA KERNEN, SN M S) Ede. 在 机 械 工业 中 , i 
轮 的 应 用 非常 广泛 。 用 数学 的 语言 来 讲 ， 凸 函数 是 数学 中 一 
个 值得 研究 的 分 支 ， 它 几乎 包括 中 学 数学 中 大 多 数 重要 的 函 
3. 

s aE k 5 E ow. GUS S 3 RE, AERLE 
Z LI SET NP PUE NEUE REN ES LS SD 
[BXUETAUEE CES ELS ESPNLER GET SE ET 
CTPETISEIMEEFEZTLETELULLEGE 
不 等 式 领 域 , 对 提高 读者 的 数学 水 乎 是 有 益 的 . 

在 写 这 本 小 册子 时 , 我 有 两 个 目标 , 一 个 是 题目 尽 可 能 新 
疾 , 另 一 个 是 解法 尽 可 能 简洁 、 荔 懂 . 这 本 小 册子 里 的 部 分 内 
容 曾 对 中 学 数学 奥林匹克 竞赛 国家 集训 队 讲 过 几 次 ， 受 到 同 
学 们 的 欢迎 ， 值 此 情形 , 我 向 上 海 教育 出 版 社 推荐 此 书 ， 我 
想 凡 是 具有 高 中 水 平 的 读者 都 能 读 懂 这 本 小 册子 ， 我 更 希望 
参加 数学 竞赛 的 同学 能 选择 这 本 小 天子 作为 数学 课外 活动 的 
材料 ,从 中 提高 解 不 等 式 方面 的 能 力 和 修养 ,并 祝 广大 同学 能 

tlg 


在 数学 竞赛 中 取得 优异 成 绩 . 


复旦 大 学 数学 研究 所 s= 
一 九 九 〇 年 六 月 
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一 座 生 不 等 式 的 证 明 


我 们 都 知道 下 面 一 些 不 等 式 : 
(D) MO«m, asm 时 (这 表明 mi, za 两 个 实数 都 大 于 
等 于 0, 而 小 于 等 于 T), 


i (sin zıt sin Da) 一 Sin E (m 十 2) cos > (z: 一 23) 


«sin i CELA 


因而 ， i 
一 + (sin g+ sin mo) = -— sin g Qe) a (1.1) 


(2) 当 za ns 全 是 正 实数 时 ， 
J Tma < cita), q.2) 
两 边 取 对 数 ,并且 两 端 乘 以 1, 有 


一 LOgaclgen = lg A 2423 


> lg (+z). (1.3) 

(3) 当 p 是 自然 数 , 00 和 z4 0 时 ,有 

1 team [S Gon | 

(1.4) B —A- f Pe ERR ORT p FECE UAR E. 4 p=l, 2 

上 时， 请 读者 自己 验证 侍 . 多 ， 假设 当 2 = 时， 4.4) msc, W 
4. 


(1.4) 


. Í >» 


1 
F THa) =+ (aitat) (ire 
1 k X 
tA - a5) (e. — Qp) 
i-a) (etaa) 
1 
> (tx 4-23) | (v, zo) 


一 [i (3 -I- zo) ui . (1.8) 


MARSRA 4) BU SE. 
读者 一 定 会 说 , 这 有 什么 稀奇 , 还 能 写 出 许多 类 似 的 不 等 
UE. | 


0) fon, nex GRRE mi. 2, 都 大 于 
等 于 B 而 且 小 于 等 于 "e 下 面 类 似 情况 不 再 说 明 )， 


| E (C082; + CoS 45) = cos x 1 十 we) cos = (z — £a) 


«cos EIC Hga), 
因而 ， 
1 1 、 . 
-y (eos z1 -l- co8 zə) > — cos < (mp +23), (1.6) 
(B) 3 0s, 2, < 时， 


sin < ina in 
ig xA- tg to =A -E0 zo = Sin (a, to) 


COS T1 COS To C08 44 COS La 


1 1 
2sin — 3 Ge ` cos El Gn Sa) 


< 


COS n m : 


5 


< 2e 


而 


COS 24 COS Va 一 > [eos (2, 4-23) + cog (z; — 25) ] 
< [1-reostzi-Fz2)1 


= eos? E (w4-1-25) , 


. 1 
2sin — (z, 4-22) 1 
tg ttig dez — — — = 2ig z Gite). . 


cos EIE 
人 
(6) M 0m, z <— 时 ， 


C087, | COST. Sin (xi 十 ze) 
etg z,-- elg as — —— —— ++ ———— — Sin (Gr Eze) 
SIn v4 SIN £a SIN 74 SIN To 


1 1 
2sin > (24-1- $2) cos > (244-22) 


sin z, sin zo i 


而 
sin z: sin wo 一 i [~ cos (za -t-29) + cos (24 — v») 
1 
< [1 一 ceos(zi + Ta] 
„o Í 
== gin? > (@:-F2zo), 
所 以 ， 


1 
2cos > (oa 十 为) 1 
cigs ole > —— = 2ctg (rtt), 
. L 2 
sin -z (2, 1-22) 


(1.8) 


e 3 ° 


(T) ey zx 是 任意 实数 , RUB (1.2), A 
10% 4100210704, 
TË, 
(1+10%) (14-10%) = 14- (10° 410%) 4-106te: 
143.1929 
= [14-1029 12, (1.9) 
对 不 等 式 (1.9) 两 边 取 对 数 , 有 


le. es 
3 Dg(1--109) 1g (11-109) ] Jg CL-4-109 777"), 


+ 107ta 


(1.10) 
(8) 是 一 个 正常 数 ， Q4, L2 是 实数 ， 


J(W+a e Pat - | P + Gara] 
-i [ 25?--a2--«2--2 AL (I ca) (3 a) ] 
- LEE. (e --22423-1-23) | 
A - 5 OP nag), 


#J (1.2) Gi AR (L2) 99 3E f 3kaB pk ar), 有 
(h?-- 2$) (h?-- 2$) = +h (ita) + vias 
=h*t--2m,m h? cic 
= (h+ w22), (1.11) 
那么 ， 
TL (Wa + I Eat F (rz, 


两 边 开 方 , 有 
. 4 o 


LNPA AMD ve em. 
(1.12) 
上 面 已 举 了 八 个 不 等 式 的 例子 ， 现在, 我 们 静心 分 析 一 
F, 立刻 发 现 一 个 规律 : 
TE CD iB, Af (m) -sinz(0sscz), 24 0g, t< 
时 ,有 


Lifes e> (F erred) a18 


EH, 4 f (a) = -lgz(27-0), PERERA), 唯一 不 
同 之 处 是 以 xm-0 和 xs>0 代替 O< zeo<r。 在 (3) 到 (8) 
中 ,分别 令 f(z) =a (m0, Pp 是 自然 数 )， SO- cosy 


( = m < <), f (z) = te: s(0«2— 7), J (az) = ct z (os 


<), fG) 21g 1-719) G SED I O = TIE 是 
一 个 正常 数 , 2 是 实数 ), FIBPRCIRAESL (1.13), 只 不 过 n, z 
的 变化 范围 所 不 同 ， 从 (D) 到 (8) 还 可 以 看 出， 当 旦 仅 当 m 
Set, (1.13) 变 为 等 式 ， 这 就 是 我 们 的 发 现 . 

许多 函数 满足 不 等 式 (1.18)， 当 然 自 变 量 ” 的 定义 域 可 
能 各 不 相同 。 在 这 个 基础 上 加 以 抽象 ,就 得 到 本 书 所 要 介绍 
的 西 劝 数 不 等 式 ， 它 是 丹麦 数学 家 琴 生 (Jensen，1859 年 一 
1925 年 ) 在 1908 年 和 1906 年 所 建立 的 ， 所 以 又 称 这 些 不 
等 式 为 其 生 不 等 式 . 我 们 把 满足 不 等 式 (1.13) (等 号 成 立 当 且 
IC zi =a) I RC f (e) 称 为 菜 个 定义 域 区 间 内 的 e c 
piin, HF O), RIMS O = - sina 是 闭 区 间 [0, 内 的 
是 函数 ; 对 于 (2)， 我 们 讲 f(z) = -lge 是 开 区 间 (《0 so) (这 
表明 z>0, co 称 无 穷 大 ) VL EN EGG 388, 


e 
* 


下 面 我 们 再 举 几 个 凸 函 数 的 例子 . 
(9) f (e) = -wa (c ERZO. 
wy wz 是 正 实数 , 利用 不 等 式 (1.2), 有 
T ais < (aa), 
于 是 ， 


EN YN 


«3 Gra), 
两 边 开 方 , 并 且 两 端 乘 以 -1, 有 
- loma s) ua (erta), 
(等 号 成 立 , 当 且 仅 当 zi 22) 
所 以 Jo) = - 是 (0， ce) 内 的 一 个 是 函数 . 
G0) f=1g(+-1)(0<z<i). 
M 0< zu z< Bf, 
1 1 2 2 
9-39 G9 
` 1 i 1 4 4 


= 一- -二 -一 -一 一 一 一 圭一 一 一 
Tato Wi Wa (ttre) wit+we 


=_— t (m-e) »)20 
102 (21 t T2)" (rza) "d m 2920. 


移 项 后 ,两边 取 对 数 , 有 | 
spe) | 


>1g( 


2 -1), 
witt 


(1.14) 


Wb £C) 一 1g (E -人 是 半 开 半 闭 区 间 (0， + rome 8 8 


((4.14) 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 m 29). 


(t1) f(G) = (a 3 (p 是 自然 数 ,a 是 正常 数 , ">0)， 
我 们 对 用 数学 归纳 法 , 证 明 下 述 不 等 式 : 当 生 >0 和 222. 


p p 
tenran 
2 Zi Zo 

` 2 9 
>| (za 十 Za) 十 — | . 
2 Viy t2 


4 p=1 时 , 利用 熟知 的 关系 式 : 
1 i 1 _ at Eo 4 
T , 
Ti To Lato q4-1- X2 


= I (ca 十 Za) 十 s(— 十 i) 


2 \ gi Ta 


1 2a 
~> 一 Ya m p —ə.n 
> (Gatta) t -二 zs， 


BEH p-k 时 ， (1.15) IRL, 考虑 p=k-+1 情况 ， 


set)" G1 

B 
Tem] 
TE 
T 


(1.15) 


(1.16) 


(1.17) 


2g | 

914-22 

(利用 不 等 式 《1.17) 和 归纳 法 假设 ) 
2g l 

git To , 


1 
` Ë (Ca 二 za) 十 


-|i (e C za) + (1.18) 


所 以 , (1.15) 对 任意 自然 数 p 成 立 , 而 且 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 
mcum, BB AG) 一 (w+ 所】(p 是 自然 数 ,a 是 正常 数 ) 是 (0， 
cc) Vf a C 

(12) yG) «i 0<s<D, RREN JE —- 


1 N 
m uA. 对 于 0m, mz Í< 1, 令 V l zi = (ë=1, 2), 于 是 


1 
>i, Ha-i-u. 
iC ' 1 ) _ 1 
2 /l-2a ~V ld. /1- E (sas) 
v PE, 
1 A/ 2 hl; 
二 一 -2 — — 1.19 
2 (534 2) VETE ( ) 


显然 ， 


Lari) >ii WEE A3 hb, 


那么 , LL.19) 右边 非 负 ， 因 而 , RIE 
. 8 œ 


(1.30) 


BERE MANX simos fa) = RO, D Wit 
个 凸 函数 . 
(3) f(e) =- -7 全 二 <z< 切 我 们 证 明 这 个 ja) 在 


@, DW ARE. RO, 1) 内 两 个 实数 zo va 不妨 
设 9477 T9, 显然 


工 
>+ (4 2-22) p i-am + —) 
— (zi za) 
>———— (HAW) 0.20) 
VI E (Batte) 
TA, 不 等 式 (1.21) 取 等 号 时 , 上 述 推导 过 程 中 一 切 不 等 式 都 
应 取 等 号 , 那么 必 有 =r, MA nso tA DEARER, 


. Ü o 


s 
fO- A 


现在 , 我 们 向 读者 
Je) = 


ECO, 区间 内 前 是 函数. 


介绍 一 个 有 用 的 函数 


sinc M 


作 一 个 半径 为 工 的 国 ( 单 位 
BD. RELO O 为 坐标 原点 , 取 第 一 
象限 ( 见 图 1). 4 OOB =w 并 作 
BA 垂直 于 OO (Bl of. MJ 4B= 
sina, 过 点 B fp O WJ JR A6 z gi 


(1.99) 


Hoi 于 也. 用 总 表示 面积 , 显然 
S con < Newco < S pon, a ` 23) 
因而 ,有 
20501 21 
zosnec acc tga, (1.94) 
这 导出 一 个 简单 , 然而 重要 的 不 等 式 ; 26 0597, 
sin z< z< te v, (1.25) 
E. ..25), 有 
COS s< sins i (1.26) 


WAGE, MpOGATPTONM, oss HHT 所以， 从 
(1.26) 808, M z 趋向 于 0 时 , 522 必定 趋向 于 1， 用 极限 


语言 来 表达 , 就 是 
lim Sing =1. 


c0 x 


(1.27) 


FAEH, H G.22) ELKAR f G) JE CILE BE EC, 


就 是 说 , 当 0<w<y< 瑟 时 ,有 了 (y) <f e). 


e 10 。 


由 于 y-w>0, 把 y -ot nE hn 是 自然 数 )。 令 
An L (y-a), (1.98) 


n 
我 们 要 证 明 , 4 n 很 大 时 , 对 于 Do. y) PESCE a, WME w Ar 
«y, PV 

f (z*4- Av) < f (2*). | (1.29) 
dn 5 (1.29) Bor, $ at= x, o+ dv, 24s, 5, Z+ (n — 1) Az, 
就 有 

J @) >.f (z + Az) >f (04-242) >f (z--3 Az) 
mof (e+ (n - 1) 4z) >f (z=+nAxz) 
-f(). (1.30) 
现在 证 明 (1.29), 


— U e+ A) -1GD] 
-—[ sin (z* 十 dz) _ sn | 


án g* -+ Av a 
1 atn la 
= Ansa 5G 4e) 
— (a* 4- Az) sinz*] 
- +A) - sina] 
__ sing" 
FIC As) 
.2d Dolan 
cos(a + 4z) sin — 4z (0 sing" 
&* + Ac 1 y" c" (w+ Ac)" 


| (1.31) 
当 dr 趋向 于 O BF, a"-- As 趋向 于 w", cos (a 4s) 


"ER" 


趋向 于 cosa", i di (1.27) 知道 


1 
sin ZA 
277 4 
4730 l4 
2 
OH $ RET a). WA, 4 如 趋向 于 0 时 , C1.31) 
的 右 端 趋向 于 
SE. S - cosa" (a* — tg z") < 0 


(HR (1.20) ). 
从 上 面 分 析 可 以 知道 ， 当 4z 很 小 时 ， 换 句 话 说 , w 很 大 
Bj, XH 


dz de) -f Ge91<o. (1.22) 

由 于 450, Wi 1.29) uar, f (a) 7557 是 半 开 半 闭 区 
mo, 到 | 内 的 一 个 单调 递 降 函 数 . 

这 个 函数 的 单调 递 降 性 质 非常 重要 ， 取 自然 数 n>3,， 立 


刻 有 不 等 式 
(C) f(E ) (1.33) 
于 是 有 
. m . 00 
SiL "al sin 
m x 
n--1 9 
期 


(n-4-1)sin AI 
JA3855 (1.34) wp MEALA, ` 


+ 125 


> sin =, (1.34) 


我 们 在 半径 为 召 的 图 内 作 一 个 内 接 正 ” 边 形 ， 一 个 内 接 


JE n--1 WE, IE m ERÈ 2n sin. P Enti 边 形 周 长 
是 2@-+DRsin Ey. ARERO, 立刻 有 一 个 几何 
结论 : 


半径 相同 的 贺 内 接 正 ”上 1 边 形 周 长 大 于 圆 内 接 正 m 边 
EHE a3), 

现在 我 们 要 证 了 明 

(14) Ja = 1g 82 (0.5. gn mif 

取 0s «^. 我 们 断言 ; 


. Í 
Sin (Z: +2) I 
«|——— ——|, (1.35) 
ure) 
而 且 等 号 成 立 , 当 且 仅 当 2i 22. 
我 们 需要 比 在 (6) 中 更 精确 的 计算 . 


sin zı . sin Ta 
24 Ta 


Sin wa sin £= E [ — eos (ci 十 ze) -+ cos (m — Xo) ] 


= Sin? 3 (gi 92) 一 sin (m4— 22). 
(1.36) 
利用 上 式 , 有 
(214-25)? 
bET 


_ utta)” 
Dto 


sin wi SİN zs 


Foa Í . 21 ] 
in? —— (m4-l-29) — Sin" — (t1 — ta 
[sin 了 (i-t) —8in 2 (24 — o) 


. 132 


2.21 i 
一 Sin2 > (tatz) 十 inn e- t) esin? E 


* (24-5) — (£1 +2) sin? ES (zi — za) " (1.57) 

如 果 x1 =w。， 上 式 右 边 第 二 大 项 是 0， 和 如 果 ete 不 妨 

Bons 由 于 现在 知道 了 (z) -22 p(o, Zena 
降 耳 数 ,所 以 ,有 


1 
sin — > (z, +z) Sin (@1— zə) 


) 


7 
i (21 + Ta) > (vi 一 Zo) 
H 
(CA 一 Zo) Sin i (o. +ga) < (2i 十 za)jsin i (e — £3) . 


(1.38) 
Ha (1.97) 80 0.38) o8 
(24-29)? 


ATT 


所 以 , 我 们 有 


(214-25)? 
ATL 


等 号 成 立 当 且 仅 当 如 一 zs，(1.35) 的 确 成 立 . 
对 不 等 式 (.35) 两 边 耻 对 数 Wan wau EX 


Sin Tı sin CaL sin? i (zi 十 ze) . a . 39) 


Sin d, sinzs<sin? L (e p), (1.40) 


sin £ (zi 十 oa) 


4f Sint 4] Sin wo >-] 


1 
> (zx 十 za) 


(1.41) 
< 14. 


NT SIND 
f (z) Ig 一 一 
在 (9， 笠 ] 内 是 一 个 上 函数 ， 
类 似 地 , 我 们 可 以 考虑 函数 
fo) - fz (1.42) 
这 里 0<z< 号 .下面 证 明 这 个 Ce) 是 单调 递增 的 函数 ， 


完全 类 似 (1.29) 的 证 明 (w*，4 的 意义 同 (1.28)， 
(1.29)), 有 


Lf" 42) —f(a*")] =- ig (z* + Az) ez] 


z*-+ dr c" 
-Al sin (z*-I- Av) |. Sina" 3 
Asl (a*-- Av) cos(z* -+ Ar) a" cos m* | 


1 
&' Av (a + Ac) cos x^ cos (z* + de) 


X [z" sin (2* + Az) cos z* - z* sin z* eos(z* + Az) 


~ Ar sin z* cos (a* + dr) ] 
sin dy, 1 
As (@*+- Az)oos z" cos (z*-+ 4z) 
_ Sinz* 
£* (z* + Az) cos c" * 
利用 前 面 的 知识 , 当 Ae 趋向 于 0 时 , ERA mF 
1 |. Sing" 
VCO LD sm" cosg" 


I (1- E cosa )-0 


(1.43) 


&* cos? z" 


(+I H 0< d «i, 和 0«ccosa* 1), 


由 此 , 我 们 知道 7(o) = £9. a (o, Z) 内 的 一 个 单调 省 
Ni. 

特别 地 , Rna sE) 
这 导致 不 等 式 


) 023, nm 是 自然 数 )， 


(1.44) 
M ..44) 也 可 以 推导 出 一 个 儿 何 结论 ， 

在 半径 为 召 的 圆 上 作 一 个 外 切 正 ” 边 形 ， 和 一 个 外 切 正 
nti 3E, 这 外 切 正 ” 边 形 周 长 是 2n tg —, XX RUD IE n 
+1 边 形 周 长 是 20-0 Rig Er. A-4), RIA TE 
几何 结论 ， 

半径 相同 的 圆 的 外 切 正 % 边 形 周 长 大 于 外 切 正 % 十 1 边 
EER (n3). 


利用 Jo) = E? 在 开 区 间 ( 0， 至 ) 的 单调 递增 性 质 ， 我 
们 可 以 证 明 

a9 pom Seel S) Rl tic 

为 此 , 我 们 需要 证 明 ; 当 0<mn, coc B, 有 


LIE E |z 2 wzat 2a) | (1.45) 
4 To Zer 十 we) | 
首先 ， 


. 16 。 


1 
tg? y Qatta) - tg?” i (ai - Zo) 
1 1 
= [te $ Giorn) ete S Ga = zo) | 


III CR tg + (=o | 


,I . 1 
sin (ex 十 za) sin zy (z: ~ To) 


cos i (91-22) cos E (a 一 22) 


. 1 | i 1 
sin — (254 -- 09) f sin (qs — 22) 


cos E (z, +z) cos E (a4 — 22) 


Sina, 


cos E (241-22) COS i (zi ~ Zo) 


lI 


Since 


cos i (241-29) cos i (£1 — Zo) 


Sin 2; Sin ts 


1 H 
cos? 一 (z, + Zo) cos? -一 (£1 — Ta) 
2 2 
— 4sin 24 SİN wa 
(C08 24 C08 22) ? 


_— Sin 248in c, 
< 所 一 一 人 -一 一 一 
COS 274 COS 2» 


(利用 (eos z4 -I- cos 22) ?2 4008 mi COS 22) 
= tg z1 fg es. (1.46) 
WIEM (1.45), 不 妨 设 eis, 于 是 , UI (1.46), 有 


"VAT 


(z +ga)? (21-23)? 
—. te zt LIIS. 
4105 8 mi E T2 Arcs 


a Í 
x fte? 5 《za 二 wa) — tg? > (21 — $3) ] 
ERE 1 
tg 9 (244-29) 十 dau. 
x | @ 一 ta tg? erte) 
- Geb)? tg2 3 Gs = 20) . (47 


Hc Hs EAD TRUE 0, 8 scs ME HR AG) 
-t a(o T) 内 是 单调 递增 函数 , 有 


tg E (mz) tg > (zx — 22) 
E 一 一 (1.48) 
> (ci 十 ze) > (21 — 2) 


(z, - £) tg = Terte) > (z+ -- mo) tg — 3 Gn - T2). 
(1.49) 
£i (1.49) fL CL. 47), 4 e m2 时 ,有 


(21-29)? 
Arp. — 


TÆ.) Gr, Xp GL. 400 R t M 


ig wi tg so> tg? iG). (1.507 


ip = 3 l mnte 
[yo te t 21g ——— (1.81; 
2 [e Q4 tlg J = 3 Gras) 


从 上 面 的 推导 过 程 可 以 看 出 ， cse s dos D1 = 75, 
。18 。 


HESE =1g E T Z) 内 的 一 个 本 函数 ， 


到 月 前 为 上 我 们 已 举 了 十 五 个 凸 函 数 的 偏 子 ， 不 等 式 
(1.13) 能 否 推 广 到 具有 % 个 实数 qus en 的 情况 ? 这 是 
我 们 关心 的 一 个 问题 ， 下面 的 定理 回答 了 这 个 问题 

定理 (Jensen 不 等 式 ) f(z) 是 开 区 闻 (a, 5) (Z HL a nf 
以 是 - co, 5 也 可 以 是 00) 内 一 个 凸 函 数 ， 那 么 , 对 于 G, 0) 
内 任意 个 实数 wn v» os ms 有 


LIS Cea) +f (za) ef 021 


>f(T Grm ao). 
等 号 成 立 当 且 仅 当 mim 9a Es. 
iES (a, DEER Ca. OJR (a, 四] 等 代替 . 
证 明 对 nn 用 数学 归纳 法 ， 当 n=1 时 ，Jensen 不 等 式 
E BE XE f (e), Jensen FERMARE. 
假设 a= k Pq, 定理 (Jensen 不 等 式 ) 成 立 ， 考 虑 %=-+1 
情况 ， 记 V 


A= k 1 (ggg t eg dua), (1.52) 
显然 ， 
A= 2kA _ (k4-1) A+ (& - 1) 4. 
2k 2k 
= [rattet tert erat (Ë - 1241 
1 
= (attat b) day lesa + (k-1)4]. 
(1.53) 
Xi “ 


e 19 。 


1 
B= y rt tatta), 


O= [enat (k -1)4], (1.54* 
A, E RO 3E, P) fg Sc UR RE, 有 
fA)-f(500)«3 UO (0. 0.55 
利用 归纳 法 假设 ,有 
f(B) Uf Gi +f (as) c] f 61, 


f(0) Uf Gs) +f (A) 
ef UD] G1 4 OD) 
eqs t E-D]. 56) 
将 (1.56) (两 个 不 等 式 ) 代 入 (1.55), 有 
FA) & p Uf (3) +f) f Gn) 


Tf ma) + G -1)fCA)]. 
于 是 , 上 式 两 边 乘 以 中 ,可 以 得 到 


£D p Uf GJ) f (09) f Ge 


+J Ga]. (1.57) 
Jensen 不 等 式 当 n 一 十 1 时 成 立 ， 所 以 Jensen 不 等 式 是 正 
确 的 . 


"W f(A)=— L [f tf) d f) + f G0 ] 


k+l 
时 ， 上 面 一 切 不 等 式 都 应 取 等 号 ， 所 以 依照 归纳 法 假设 ， 有 
m= g= =a A= aga, 从 人 .52)4 的 定义 和 zi =zə= +: 


kar 有 Lry T T1 == a = *** == Qy. M n =k+1 Rf, 定理 成 立 , 所 
. 20 8 


以 定理 (Jensen 不 等 式 ) 得 证 . 


把 开 区 间 (a, 5) 全 部 换 成 [a, b] (n, 加, 显然 定理 仍然 
RE 


根据 定理 (Jensen 不 等 式 )， 我 们 立即 可 以 把 前 面 十 五 个 
不 等 式 加 以 推广 、 


例 1 M Om, Co c5 En ST 时 
ES (Sin 24-- Sin vs -Ht Sin x,) 
TU 
«sin = (eHre +t), (1.58) 
pj 2 Ti To, tt, 08 全 是 正 实数 时 ， 
-Å Ogerlg eet Mg) 


z-lg CE 


于 是 ,有 
E lg (mos m) dg I (gy ntm), 
Bp 
ERES (zi-Hza 十 十 oo (1.59) 
习惯 上 , 记 


A,= = (titek tEn) G, = Yrga (1.00) 


A, BIOS n AT IESUCBUS 3948, G, 称 为 ”个 正 实数 的 几何 
PHM. A >G Xd | 
H, = 


ql 
, 
AY d 


£u a m, 
XL, 称 为 n 个 正 实数 的 调和 平均 值 . - 在 不 等 式 (1.59) 中 用 


° 21 。 


(1.61) 


P far O4, E 代替 Wa ott > RE S, 有 


1 L ( 1 1 1 ) 
-— < | TN 
AP Cm 2 ud 


C. Tn 
从 而 可 以 得 到 
A 4423-27 n . (1.62) 
T Aa d aus 
91 To x, 
iA (1. 59) f (1.62) , # 
H,«G,«A,. (1.63) 
利用 H,<A,, "f LL Hb — A 3E REESE FEET 8 
1 1 1 . 
(cemere ass T, ew. 


(1.64) 
当然 ， 这 里 Bi, Ba, **, Da 全 是 正 实数 . 
BJ 3 M p JR EA Ti, Ta, ttt T, 全 是 正 实数 时 ， 
Teltat tan |E tatta, 
Bi i 


1 
Ho > (ntate), 


(1.65) 
特别 当 p=2 W, dr 
(23 -F-zs-- bm.) "nal - Ead spat), (1.66) 


PIA iom, a. cy nue Bb, 


«cos T (esta em), (1.67) 


eo 
人 e 


例 5 当 Osca, 23, ttg z< Bf, 
1 
x (g zi tg oat + tg tn) 
zig T (nba nba), (1.68) 
LIMES 
H 
— tg zi +etg rst .+etg mu) 


olg D (siat), (1.69) 
45] 7 $1, To tty O8 是 任意 实数 ， 


m [1g (1--10*)) --1g (12-1079) .+ lg (12-1077)] 


2g [1-195 tt 7) 1, 
于 是 ， 
Y (2-107) (14-107) --- (1--10*7) 
1 


W (gia iro E) 


>1-10' (1.70) 
对 于 2n 个 正 实数 人 1 G>, ct, G, bis bs, ttt, b,, 我 们 一 定 能 
找到 n 个 实数 Qa, Cu tt, Dn 使 得 
losti, — qgen De s. 
1 Go 


a "m 


n 


代入 (1.70), 并 且 在 不 等 式 两 端 同 乘 以 aua ca, 
Y lart bi) (aat ba) e (G, + bn) 
>I a, an tY bibas bs, (1.71) 


. 23 € 


容易 知道 ， 当 且 仅 当 Š= ose 


G» 


bi 8 h RERS Cu, o ttt, Ua A 


H vr — —— 
OW +. hi? deg uer e A B3 4-ai) 


LM" (1.72) 
例 9 x ra +, Z, B n EXX, 
Lo de) 
</ tot to) . (1.18) 


请 读者 想 一 想 , AW K (1.66) 和 (1.73) 有 什么 关系 ? 
例 10 34 Om, m5 AY 时 ， 


sez 3) e I 2) enr t) 


> — i) 
(LL). 


TERNA 
( Aa 


(——— ay. (1.74) 


81-37 ttt T 2, 
45i 11 P 是 自然 数 ， a 是 正常 数 ， Tj, Yo,ttt, Dn 是 下 实数 ， 


ICA (n + CAU 


i na Ton 
= — o tt T D — TU . (` 
E (tittat dem) pp (1.75) 


4 24: 


pi 12 4 0<maÚ, To 5 z <1 Bj: 
i( 1 1 _ i .. ——) 
"m un + "lo, 


Mi- wi Mi-— mo 
> 一 一 1 f (1.16) 
Vi 一 I (sas) 

z 1 时 ， 


p13 240m €» 
-( 24 c. | Ün 
To Zw Aem x) 


L gy tae) 
n a. 110 


= =F 
JE Gem tto f 


Ti 
mla 0s we o z < 时， 
| Sin24 Sin £2 gin On 
_ Ah Sms g S++ sins. | 
g tige -g e — 
. 1 
sin — (pibe ee) 


> - 1g 
' CYP SSS, 


于 是 , 有 
: Sin 24 sin z>2 £ 

Bina .——Uct — 

T1 化 2 


. i 
< sin = (grtet 2a) f (1.18: 
lg kar me 
类 似 上 例 , AC), 有 


p 15 M 0-2 92 °" 2. 时 ， 


a 25 * 


gz imr. la, 
21 Ta y 


-—. 


ma: " 
tg (Gr F aa du) 
一 了 一 一 一 一 一 (1.79) 


L (ertean) 
此 外 , 我 们 要 指出 , 从 不 等 式 仁 .6 和 可 以 得 到 : 当 -2< 
Tir do, t5 auc 时 ， 


(cos 23-1- C08 tat *** +- @OS wn) 


* (Seo 24 4- 860 ga + 十 S60 2.) >n, 


再 利用 例 4,， 有 


(secas ese apnea) 


22806 L (ark ha), (1.80) 
同 理 , 从 不 等 式 (1.64) 及 例 1， 有 
i (ese wi + ESO zs H- FCS0 2, ) 
Zeesə È (ry btt), (1.81) 


XH Ou, m» “2 <=. RRE RX ET EASIER, 
在 数学 知识 的 汪洋 大 海中 ， 凸 函数 理论 宛如 汇 入 大 海 的 
一 条 清澈 见 底 的 小 溪 ， 我 希望 读者 会 喜爱 它 ， 


| 3 8 一 
1. ALL RGSHDÉRBHBRUNS) 4, 从 例 5 是 否 可 直接 推出 例 6, 
(stis. 在 例 工 中 用 scie) z. ) 
2. a, b 是 两 个 固定 常数 , 24 a <i, za<b 时 ,已 知 正 函数 jz) 满足 不 
* 26 < 


10. 0 


41. 


SEX Ff mr enun J| ， 求证， taceo, 


<b 时 , A fa) 3f) >| Gee )T. 
GEX. lgf (0) R Ahina, ) 


. 在 (0， 至 ) 内 考虑 函数 了 (z) 一 zeos ae， 它 是 不 是 单调 函数 , vin 


你 的 断言 
(ER: RUSO, tU 6-45 -ral ) 


， 请 举 一 个 是 通 数 的 例子 (不 同 于 第 一 节 内 的 例子 ). 
` EA Gi, G5, ***, G, 是 % 个 正 实数 ， 满足 add …an 一 工 ， 


求证 ， (3 十 al) (3 十 aa)… (3 十 cn) 22^, 
GR. 简 用 第 一 节 内 不 等 式 (1.71)。) 


` 已 知 T1, To, +", Ln; 是 ?个 正 实 数 ,p> 0, 求证 : ` 


ES i). 1 )>[ +( n y P 
(i E Yr) (i >]: ee ] . 


, GED: GRUBACBPNRSER TDM A,.2G,. ) 
. 已 知 正 实数 4, b, e BE AE at bre, Rit. 


M a de Y A &b +1 e N/46 Lc 2l, 
(提示 : 注意 本 节 例 9 ) 


eode axi) ATE TASIGRG, 而 且 Q4 -43 d i LQ 7, 


求证 . n—l«wl-ape/i-dayesbA/ i-am ni 
(提示 : I 一 a 三 VIi 一 (1<i<n) ,并 注意 本 节 例 9，) 


© i Ea, Ui, ys, S1, Z2 全 是 正 实数 ， En 4 44824, Zat Yo 75, 


求证 ， A/ 3153 + N/ Vit/s <V ms, 
(提示 ， AUR ATI 不 等 式 (1.71).) 


co PE 
«ax, p, 4 是 自然 数 ， 求证 : s] a)? < ym: 


(提示 :考虑 乘积 全 了 as ca) Qoa) RREA T: ;和 
4 个 QU 一， 并 利用 Goss<Azra，) 
设 Q1, Go, ***, G, 都 是 正 实 数 ， 而 且 ayt aat Us +a,=1, 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


O >R 
GEJ: WAA LLa=l, p—2), ) 
MENU <+ (a+b) — BRE en 


(提示 ， 利用 G,<A,. g QT E) (6-2, 3, «e, n-1), ) 


1 
p 是 负 整 数 , 20 和 y>0, RE, (= vv y «Los, 


(es. 利用 C) Ami + SOJ Gy" > [103] 
Gu) ) | 
ELA zr, zo, rn ns Rn SCR, Ayo Labs), 实数 


z>m (1<j<mn), RE: (z—A,.)n2 (z— zi) (2) (5-2). 
(提示 ， 两 边 取 对 数 , 并 且 和 用 了 (y) = —1gy(y 0) AES 
Enna, b, edt d 是 实数 ,满足 as b23=1, ec? 十 d? 一 1， 求证: 


1 
一 PR 
+ abed i 


(提示 : REL 4[abed| < (a*4- b?) (e?--d?),. ) 
Ema, b,c 是 正 实数 ,而 且 满 足 ab-4-be 43-0222, 


RE cobro. 


(提示 : 利用 A2 G5, # a 1 09-129 Sab, a3 c9 12386, b5 +o 
lz3be, 然后 相 加 。) 

O<a,b, c<1. 求证 ; 三 个 正 实数 a(1 一 8), b(1—c) $0e(1—2) Z 
全 大 于 子 . 

(提示 ， 对 这 三 数 的 乘积 利用 G < Ac。) 


Qj, ds, ** G, 是 n 个 正 实数 ， 求证 . 
(ad-- a. 1) (acta 4- 1) --- (antan 1) 2 I".0n, 


e 28 。 


lez Hh at 130 ien), ) 

20. a. b, c 是 正 实数 ， 求证 . (a4-b — c) (e+a— b) (b+e—a) «abe, 
(提示 ; $ adb-o-—z, cta-b-y, b+e-a=z, BHH Aw 
Gə, ) 


. 29 。 


— 生生 不 等 式 的 代数 应 用 


这 一 节 , 我 们 讲 琴 生 不 等 式 在 代数 上 的 一 些 应 用 ， 
因为 下 面 经 常 要 和 呈 个 实数 as, ax cs n, 的 和 打交道 。 
为 方便 起 见 ,我 们 引进 求 和 记号 DGE). 


我 们 把 和 式 atat a, 写成 > ws 这 里 a, 表示 -- 般 


项 ,对 上 、 下 的 数字 表示 6 从 1 加 到 ,i 称 为 求 和 指标 ， 只 起 
辅助 作用 , 也 可 以 换 成 别 的 字母 ,例如 和 式 aras Fa, 也 

在 讲述 大 量 有 趣 的 不 等 式 前 , 我 们 先 给 出 Jensen 不 等 六 
的 一 个 简单 推广 , 以 便 应 用 . 

如 果 f (z) EFKA a, b) (或 闭 区 间 [o, 如 等 ) 上 的 一 个 
Bie, coa D PEE RE Ae DOG MUR o ATP zo BE, 必 有 
f(z) 趋向 于 确定 值 了 (wo), 那么 ,我 们 就 称 函 数 E) fE (a, b) 
内 是 一 个 连续 函数 ， 

第 一 节 内 所 提 到 的 函数 全 是 连续 函数 ， 例 如 fe) lg > 
在 (0, 亚 ) 内 是 一 个 连续 函数 , F(z) -lgo tE, co) 内 是 一 
个 连续 函数 , 等 等 

对 于 连续 的 凸 函 数 了 (z), 我 们 有 下 述 

定理 (加 权 的 Jensen 不 等 式 ) f (a) 是 开 区 间 (o d) (或 
MEKA [6,03] 等 ) 内 的 一 个 连续 是 函数 , po poe p. 是 mn 个 
« 30。 


JE 33. Q< i, m. mb (或 a<<zi, meo m, « b), fit 
1 
Piper Fp, LPF) Fpsf (22) += pa f Go)] 
>f( Pt pare T pas) 
Pit Pet +H Pn ` 
PE. 3b p= ps = p= IF, RE. Jensen 不 等 式 
HEB po pa …pn 全 是 正 有 理 数 时 , 我 们 可 以 写 pi = 


一 We d. RAE H RA EERO, 1d), 


Paf Cr He paf (22) 十 … Ep f (en) 
Pit pot EPn . 
Mato taf (22) + timata' tn f (2) 
cec tito En- IMn, 9.) 
Tila: i, -Fbambeta T Meet tito tt 1 4078. 


Mi 


>/( Matar -t nET - #H mota: - ZA pedo Lito tams) 
Mita dad imos "aded taita U b. mm, 


(这 里 利用 Jensen 不 等 式 ， 有 Mitat, F f (a), Matot 
个 了 (ca)， MAC! lily. m, ^ fO.) 


= ( piti poto c [T us ) 
Pit poÍ c tpn M 


对 于 正 实数 pi，po，…, po PUTA SAKA pL à 
<o, AEREA py G=, 2, o), 24 j 越 来 越 大 时 ,7 ES 
[T p. 

对 于 pu (Q 固定 )， 有 加 权 的 Jensen FERC M E WE): 

PiS (9) + pss f (mə) t: sf Gn) 
put pais t Paj 
— ef Dima L pto c pum, 
4 j 越 来 越 大 时 , 上 面 不 等 式 左边 趋向 于 


o 31 + 


paf (21) +paf (2) p.f (e) 
Pitpet e + D, ; 

Pita t pita s d puts : Pitit pona- titi pu, 
而 putputctps 趋向 于 Pit patint pa ` 
利用 了 的 连续 性 , 可 知 上 面 不 等 式 右 边 趋 向 于 

( peri n pin) 

Pit patet Pa ° 

L LD E 
pif (21) + paf (22) -- + p. f (m) 
Pit pot” -E D, 
DIT1 TU Polo d- *** -H PnEn 
e dick pot rt Pu ). 
现在 , 我 们 介绍 一 些 例子 ， 

511 《 许 尔 (Sechur) 不 等 式 ) 设 避 个 非 负 实数 wo x3, 


JAMES a= 1 fl Zal, (1 <k<n) BE n 4: E fa 3: 


数 ， gi 2i aum (1n), 求证 . Vilar Yn Vaart Ts, 


i def Saucen) 是 4 个 条 件 等 式 , Saulis 
1) JE n Ade PEERS, 

证 明 如 果 a HAAN OL <<), RERE AR 
X, 考虑 mw 全 是 正 数 情况 ， 由 于 函数 了 (z) = 一- 1go (07-0) 是 
连续 的 凸 函 数 , 因此 利用 加 权 的 Jensen 不 等 式 , 有 


n S aylge S! as; 
-Salge -A> -g E 
= par 2itu 

= -lgyi 


yia) usse w^ (l«é6xn), 


TEL RBS AS] m ATO ASSRURURS US 
91a Yn > (21 93a) (atat asm) 


a 


... (aita Er od 


FID z a p [27 

P. 1 ELI 2 n 

= M mo P TM 1 

= Lat Dp, (2.1) 


Schur 不 等 式 有 一 个 有 趣 的 应 用 , 这 就 是 例 2. 
-B2 设 有 29” 个 非 负 实数 as Gs, v, Ga sa 2. 


m-l 
(Šia a G ten. 自然 数 w>3)， 求 证 minem (ast 
Qg t'e -EaR Cd) (ai 十 gs 十 … 十 Qnr 一 Ce) tU (ait aat- Mni 
7 An) - 
ik. 例 2 原 是 国内 一 数学 杂志 上 一 篇 文章 的 结果 ， 这 里 ， 可 利用 
Schur 不 等 式 ,简短 而 巧妙 地 解决 它 , 


证 明 asc Á), EE Ee ERR T, 1 


=k EA 0, l«d ken, MH 


n n n 
Dash duci, 令 s= PL 那么 ， 
- i = 


ao-t-a3 t't tan 04778 .20 


Qt da e -Han 03778 — 2G9, 


Q1--Go- 0, a4 70,778 - 204, 
M itih. HUP (s- 2a-r (s-2a) —2s- 2(ai- a) 70, (1 
<$, P), BibL n3 s - 2a, S- 2as, ++, 5-24, 中 至 多 有 
一 个 是 负 实数 ， 当 恰 有 一 个 是 负 实数 时 , 例 2 显然 成 立 ， 所 
以 只 要 考虑 全 部 s- 2a (1<;<n) 为 非 负 实数 情况 就 行 了 . 
e 83 » 


n ' n 
n (s -2ax) =8 -2 > yu 


=$- 2 > (1 一 Ôn) Ak 
一 H k=l 


Pa 
3 
=s n-i (s di) 
2 n 
= Gr n I 8 
= Qd 2-3 (a) =a (2.2) 
m-—l: 
由 Schur 不 等 式 , 立即 有 
9195 En (S — 204) (s - 289) °: (s — 2a,) , (3.8) 


这 就 是 例 2. 
“特别 当 %=3 时 , 我们 有 不 等 式 


04050327 (as 十 aa — d1) (a4-- aa — ao) (G + az — da), 
这 是 1983 年 瑞士 数学 竞赛 试题 . 
m 


从 第 一 节 ， 我 们 知道 (zx) 一 Jis (0-21) JE— ih 


函数 ,用 它 可 以 证 明 1989 年 第 四 届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 的 
一 个 题目 . | 


例 8 设 zh Do en V, WEER Q2), 且 Se=, 求 


iE. 
n Vi > >e, 
各 Vi- Vn-l 


证 明 利用 f(w) - 7,5 (02D JE Poi A 


e 3i e 


1 ` Ti i=1 

— — — — . 

noci Ml - zi VI- ig z A/n(n - 1) 
mi oC 


9), 


所 以 ， 


例 8 的 证 明 中 也 用 到 了 (2) = - Mw (2770) 是 是 函数 这 
一 事实 ， 下 面 我 们 再 举 一 个 与 之 有 关 的 例题 . 

例 & E AX 3, cR EL NOn SA n ar /In--1-- 
A/n--2—34/n-- 1, 

证 明 Af GO - V 2 0) ti 883, DUE m ntl, 
n--2 是 三 个 不 相等 的 自然 数 , 有 


losa ara) 
i (n pna 1-2d-4- 2) = A/n4-1, (2.6) 
现在 来 证 前 一 个 不 等 式 , 由 于 Aso Gs, 可 以 看 到 
do G8 eT a2) o m ELI 2, 
如 果 我 们 能 证 明 
> 8 NŠ 
n(n-F1) (n2) (n) (2.7) 


则 前 一 个 不 等 式 可 以 得 到 ， 
我 们 考虑 函数 


e 35 e 


f G) = (z - 1)z(z--1) (s ' iy 


28 1 
a? - p Itaga 的 两 个 根 是 


S v) ss]. 


4 


€ DA IT 
ess C9) uil. 
Rcs 4, 由 于 y=f(z) 的 图 像 是 一 条 开口 向 上 


的 抛物 线 , 当 m2. BILE f a)>0. MAH 224 IN, f (z) 
770, &xz=mn+1, XE Ë AA 3k 03, NEA f m+ 1)>0. 这 
就 是 我 们 要 证 明 的 ， 

这 个 方法 很 重要 , 以 后 还 会 碰 到 . 

第 一 节 中 的 不 等 式 (1.71) 是 一 个 应 用 广泛 的 不 等 式 , 在 这 
里 ,我 们 介绍 几 个 例题 ,读者 一 定 会 感 兴趣 的 . 


例 5 clin) RUE SURG e Sl. Ruk, 
iG 十 z) >n(1+-+)(1+ =) 
P Zu Zarad", 


KEHA 2, 
证 明 MH ASG, 有 


eee) 2) 
— Mi1a)- p y) (14 ) (aL 
n2 un Jia Ti Ux (1+ m 


(22) 
wi To En 


e 36 o 


这 就 是 前 一 个 不 等 式 . 
对 于 后 一 个 不 等 式 的 证 明 , 我 们 应 用 不 等 式 (1.71), 有 


CX Mu 
zl 
利用 GAS 有 


VW i g 1 
A aum K A n=, 
n i n 


zz x= (2.8) 


AER 
UA E 


1 n | 
—— 2.9) 
Y Rao Un ( 


将 (2.9) 代 入 (2.8), 并 且 两 端 次 方 , 有 | 
(13 (1) (6) aem. (2.10) 
因此 , 得 后 一 个 不 等 式 . 
例 6 z (1 ism) JE Slt, n 1, x:WÉ. 


E 


这 里 自然 数 2, 
证 明 “利用 不 等 LM 


TA Twa An t 可 


LB 0. C 
从 上 例 (2.9) 知 道 :如 果 令 y= 
然 ， (y ， De T og E 


， 则 yrn, 显 


A Dia Ün 


«3T * 


y FLIRT (2.12) 


3£ (2.12) RX CID, 并 且 两 端 w 次 方 , 得 所 证 的 不 等 式 ， 
DIT i v» Yn ys Zo 72 全 是 正 实数 , ME vy- 212 
9, 29/3 — 82770, 求证 ， 
BENDUM 
《oa 十 Za) (QF 25) — (Rack 9»)? Ya 
证 明 ”本 题 变量 太 多 , 用 新 的 变量 简化 它 ， 是 首要 任务 . 
自然 地 , 令 
hes.) lam Qolo - 03, 
于 是 , 470, 45-0, H 
[Gi we) (ra ye) o Gades)? »( —— -) 


wa 一 gi ("ola ` Za 


= (ta tat tyit alla 一 22,55) (z: 1) 
> (tiktai? Rage - 2e). 

(利用 A227 G2) 
= l2 VT (ab) e) (T+ rz) 
> [hth GL lene) Pus i) 


(利用 (1.71)) 
= (hittat 2 Ala) (ix) 


cement e 2) 
24-HA CRURA SR (1.64) d Jie 2) 


=$, (2.13) 
. 38 > 


本 例 的 证 法 带 有 普遍 性 , 可 以 把 例 7 推 广 为 下 述 不 等 式 ， 
例 8 Bar AAEN), MASIN) 是 正 实 数 ， 实 数 s C 
em) 满足 不 等 式 map — 2; 0 (1 bm), 求证 ， 
n? 2 1 
— s IE. 
5 Ty 5 Vs ( 5 2 kei Oy. Un 
k=1 k=1 ~ k=l 
这 里 自然 数 mw>3. 
证 明 G fonus gë (ER RR), Wy 0. 


ki Vy — k LDkel 
2 IT z 1 
=> 二 | > me + m$) Gui) 
kml $k L kc 2 k£i 
- > d- Nau 
k=l k+l 


DAE D RRA FE b,1G < Ton) AHIEJBON3R R, T E 
$i (mom) = 2 uy. ) 
EET kl 
[3 t Sys Sas] 
kl k+1 
(利用 A ,>G; 


2 
k=l tx k=l hl kl 
iru — 
>EE 2 wee aal) = Iaa] 
kzi bp L kzi KFI EFI 


(HARER. TH) 


2Xi[Eemxwmj-íii(E/E) 
1 bx EFL 


k= kA ki by kl 
1 n 1 )( n VEY 

É— z 

> NA z 


(利用 第 一 节 不 等 式 (1.66), 有 


= (2.14) 
第 一 节 不 等 式 (1.66) 在 例 8 的 证 明 中 起 了 不 小 的 作用 ， 
它 也 是 一 个 很 有 用 的 不 等 式 , 在 下 例 的 证 明 中 扮演 了 主角 . 


例 9 nI Rei Sc Bn Ss Lf 


n n P3 
>, id > z — 
aT Ci < 1 (ntv m). (BA a> 2) 
EUSEL C 
证 明 从 (1.66), 有 
uy 1S). Qu 
a F Ya Sa 
PES x. È ) — = = z T t t 
i (利用 (2.15)) 
全 人 让 
二) 
T a 


«ni VD MFR. 64)), 
(2.16) 


+ 4D ê 


fi 9 是 受 88i 年 吉 拿 大 中 等 数学 杂志 <Orux Mathema- 
ticorum> 中 一 习题 的 启发 而 得 出 的 . 原 题 是 这 样 的 ， 
如 果 o, y, “都 是 正 实数 , 求证 : 
EEEE eSEE, eam 
该 杂志 解答 非常 繁 , 不 可 取 ，(2.19) 左 端 记 为 f(x, y, 2). 对 
于 任意 一 个 正 实数 语 从 (2.17) 左 端的 表示 式 可 以 看 到 
fo, ty, iz) =f (e, y, 2). (2.18) 


4d 


t=", ty=y", iz=2", PA, aty te =L, 


zy 
J HA (2.18), 有 
F, y", 23 =f G vo. (2.19) 
因此 ， REWER aty te =i h}, f (^, y, s < XE] 


就 可 以 了 ,而 ' 
(os ue LEM (n et eg eat yt t) 
f (e 》 y 了 ) (a*? y? -- 27) (y z" -E PRET 


wit te AET IET 


s2 m2 an i a4! 
(ty AR 5( 十 y 
恰巧 是 例 9 中 % 一 3 的 情况 ， 

一 般 好 ,为 了 方便 , EG as, 9 人 052: 2T z. nz RR 
这 样 ， 对 于 满足 @2.18) 的 f Ge, v, 术 ， 我 们 可 以 加 上 条 作 2 
y+%=1 去 证 明 .， 这 个 思想 很 有 用 . 

例 10 coy, z 是 正 实数 , 求证， 


i 2 
= (ety) Good) (o2) g (+y) Gy, 
证 明 du 
a 4l o 


df y, Dm (+) yta) Gea) 


1 2 
-Cty (eye) Š, 


XLTESC— A 1E SCR 1, 
f Co, ty, tò — Pf (m, y, e), (2.20; 
Mi= a'—ir, y'—iy, smie, 如 果 我 们 能 证 明 


JG, yt, 2) 0, RE aty =i, MALO 就 解决 了 .为 
THE, 我 们 仍 用 v y, DIER, yv. 
由 于 现在 2 十 y+z 一 1， 那么 , 由 第 一 节 不 等 式 代 .69) 1; 


工 十 工 十 工 >9 f (2.21) 
v o y z 
那么 ， 
(L4 1L -1)>8( +++ 1) (2.22) 
o y 8 v y g 
利用 G>H, 有 
i 8 . 
(zz) °> + (2.28) 
vo y š 
3 
^ 9f1,1,1 
一 1 
sy ) 
8 3 64A 
= {4 Z4) 
(二 + 二 + 二 -1) 
y gs 
所 以 ， 
-83/[T 1 1 ) 、 
2) < 魏 到 (一 十 二 十 二 . (Z2. 
(ayz) es 1j. (2.25) 


注意 到 e--y--z—1, WJ 
e€ 43. 5 


fG w 2-40 2 2-» Eu 


2 
= (zy yg ws 一 002) 一 gu 


_1 qi.i.i 8 -i 
“Taal 1 Sa) j 
之 0( 利 用 (2.25)). (2.26) 


下 面 是 巧妙 应 用 变量 代 换 与 (1.64) 不 等 式 的 一 个 例子 ， 
Bj1l BM canes xml, RIE: 
n > re 5 


M 

=L l T 
5 ansann, E Eep’ 
k=1 


WEB) 由 (1.64), 对 于 正 实数 a (1c en), 有 


n 


" Í 
Ok > — >n, 
k=1 k=1 Uk 


那么 ， 
n Y l-a — ua Se _ ) 
e a. > Ak Èa; > [dy 1 
一 > a $ 一 n > a 
k=1 
2 n xa 
Fas = i y A dme i-mg.— 1 i-a. 
M E 工 十 2 M (y, C 了 Ox ld , Tm 
uo 把 它们 代入 (2.37) 有 
z y n 1 ~ n 1 > 
Diaan Aa (2.28) 
从 而 ， 


e 43 o 


n 1 N< 
NE y LLL 
> l-rax )> Te ^UE Lre’ 
” 1 " 1 n 1 
aM )EIAàIE-Xx 
( kc lE 1 Sk 7 > 上 十 2 


EA IEEE swr m 有 


Ea Bd 
n- tawa Dn 2a — 
iui 1 十 wx "l Uk 


n 1 
> aeei — 2.29 
NE 2,23 Ira ( ) 

从 条 件 non <1, 容易 明 H 

[IU En $ — = Wg n 十 CH03 nn ntt -Bato 138-1 
k=1 Wy 
«un, dem, i Ft FQ (2.39) 
HRAC. 29), 有 

no > = ) manra ^E [E 


上 式 移 项 后 , 有 
n "n n 1 ` 
> L.L Tos **í .D1) 
n2 Uk (Es 二 DTT3 n) X rw z 


从 而 例 11 得 证 . 
BJ19 已 知 Oum exu, 求证 : 


2 $1 _ Tz poc _ Dho 
acetum am n d 


<1, 


. 证 明 A k jila akan), N 0<1-z,<1 


` Wx 有 


€ 


利用 Aa Z nas 并 且 注 意 到 arti, WA RDE 


- (patet bal) e HA nm ea at 


^^ 
D 


rn 


k 


= T, ; 
那么 ,上 式 两 端 平方 , 有 
(Legt ra)? (5-1)? (2.82) 
TE, 
L : 
de ry (2.83) 
ea 1 au/i 1 
£i T ia (大 -| 二) X e) 
= 一 一 1 _ Jd 
=1-— e. (2.34) 
这 就 是 我 们 需要 的 . 
H13 已 知 w b, e EE XZ, 而 且 满足 
a? 0 | 0 _ 
ira ^ TT dive =1, 
xit. EN 


证 明 到 目前 为 止 ,我 们 已 知道 一 些 在 局 wm=1 条 件 下 
的 不 等 式 ， 因 而 , 令 


a? b2 ce 


ser quo^ qas? C3 
这 里 0<z, y, z«1, 和 od y 2-1, 
显然 有 
a2 一 一 人 = — e-— (2.86) 


quz 


TV Goü- gom @.37 
所 以 间 题 转化 为 去 证 明 
LYZ 1 5 Q5 
ID QR 
从 例 10 的 不 等 式 (2. 26), 我 们 知道 
(1-2) - y). z) Ga), (2.29) 
从 Gs< As, 有 
(eus) Cope) =, (2.40) 
那么 , 利用 @2. 39) 和 (2.40), 可 以 看 到 
qe < c -- 3 (ay n 
(1-2)(-y)(l- z) $ (eye) 8 
«i. (2.41) 


这 就 是 我 们 所 希望 的 . 
变量 代 换 很 重要 ， 有 些 表 面 上 复杂 的 不 等 式 ， 通 过 新 变 
E, 稍 加 分 析 , 就 一 目 了 然 了 ， 诸 看 下 例 ， 
例 14 a, b, c 是 正 实数 ,求证 . 
abe[ (cie b)Ca-tb -~ e)-F(D-+e- a)(e--a - b) 
-+ (b-Fe- a)(g-+b- e)]2e(b-re- e)(e+a- 0) 
(ab -c)(be r cad- ab), 
证 明 本 题 看 上 去 有 点 吓人， 我 们 引入 新 变量 , 很 自然 
地 , 令 
m=b-+eë- a, u=e-+a- b z=a+b- e. (2.42) 
于 是 ， 
e 46 o 


a- V+), ,= 1 (e+), c= 3r Gy). 


2 
(2.43) 
要 证 明 的 不 等 式 化 为 
Fute) (e+e) (w +y) (y+ ryta) 
pays (ey) (2+2) + (vy) (y+) 
+ (y +z) (2 -2)]. (2.445 


由 于 e, b, e 230 O, 354A uz, sem, oy 全 是 正 的 ， 


8 uA 
2.44) 93 Ya [8] 3E p - 即 变 成 
PTT 1 1 1 l i 2 45 
yetay cenae —— "Tux -) (2.45) 


HFa, b, 6 是正 的 ， 从 (2.43) 可 以 知道 x, y, “只 有 两 
种 可 能 ，(1) s, y, % 全 部 非 负 (2) x, y, 2 中 只 有 一 个 是 负 
数 . 

现在 我 们 分 别 就 (1) 、(2) 两 种 情况 来 证 明 (2.45). 

(D mw, y, ERER (2.43) RT DUAE v, y, “至 多 
有 一 个 为 0。， 如果 zw, y z iB — 70, WA 2.45) ER 
立 ， 现 在 考虑 zw y, z 全 是 正 数 情况 . 


显然 ， 

tł sry- 1 

S y wy vd gy 

i ioute 4$. 

y 8? ys yz 

1,1 m@+z 4 ) 46 
二 十 二 二 > 2.4: 
PREP” ge Z etg ( 5) 


《2.46) 的 三 个 不 等 式 相 加 ,有 


« Me 


1,1 m 1 1 1 ) 
ama an 十 一 一 十 一 一 4T) 
a y z” Nety "tz gtw/) (2.4 


(2.408 XM] REA xys, 就 得 到 (2.45). 
(2) wy,% 中 有 一 个 是 负数 ,由 于 C2. 和 5) 关于 wy,% 是 


对 称 的 ， 不 妨 设 z<0, y7 0, 2770. 
A 


x< 
y*= - y. g* 一 -E (2 .43) 
c 化 


BUT cry HL ar 220085(2.43)) WA V 71 8271, 要 
证 明 的 不 等 式 (2. 和 5) 可 以 进一步 简化 为 下 述 : 


žy% LEA D 1 1 1 
yat - (y! +e) > - 2y'z P = +. 


(2.49) 
由 于 
[DEN E oq y 2y*z* 
y's* — (g^) 十 JEF 
ye 1)+e20'-1)]>0, (2.50) 


ys 

所 以 不 等 式 (2.49) 成 立 (而 且 是 严格 不 等 号 )， 

例 14 的 证 明 是 通过 冷静 分 析 , 不 断 简化 而 得 到 的 ， 这 种 
解 题 方法 是 一 种 基本 方法 . 

例 15 EA Om, m e 2,1, fl sc i-is 求证 ; 

PB Ls) (1-2): <. 

证 明 ”由 于 要 证 明 的 不 等 式 的 左 端 对 o Ed m) 是 对 
称 的 , 不 妨 设 Oca mam Rm nl, 在 这 个 假定 下 ，s -zi 之 


s-z,(1<š=<mn), fA s- 2,70, 


. 48 o 


zt- 21) (1-2): (172,) 


i21 8 一 


" 


iu m 
< 全 一 rca) cas (1-7 2,) 
—3-1 0-2) 0 as) (1-2) 
Í- En | TEN 一 
-1+ eC- eo) (1 —%,) 
=1+(1 - z,) [a ca). - as) 0 mea) 一 一 |. 
(2.51) 


ATGA., WI 
(1-21) (1-22): (L = 2,3) (s - La) 


<[ża mu æı +Í — fade 十 工 一 多 :一 +s- 2,)| 


[se Bay 
-1 (s s- 3-1). (2.52) 


H (2.52) fX (2.51), 得 例 15. Faj 0a, b, c1 BI, 我 
们 有 


G b e 
b+e+1 + stati” a+b+1 
(E aY(1- b)(1- o) <1. (2.53) 


从 例 16 开始 , 我 们 要 向 读者 介绍 几 个 重要 的 不 等 式 . 
例 16 《 赫 尔 德 (Hlder) 不 等 式 ) 
a, b, <4<n) 是 2% 个 正 实数 ,a>0, 8>0, a4 BL, 


jj > ag bis (Š a) (3 21 . 


. 49 e 


证 明 令 A=228 B=215, 3 , 
= j= 
n n QNO NA 
ABAS aeS 2) A). (2.54) 
i—i 


从 第 一 节 ， 我 们 知道 了 (2) = -1gw(w>0) 是 一 个 连续 的 
HEA. AAI Jonsen 不 等 式 , 容易 明白 


Qu b; 
n? _ “JT +81g g 


«de S egg a (利用 +B=1) 
G; bi , 
ag Č aA B 
-lg (a %8 E), (2.55) 
所 以 ， " 
bi 
(5) (8) «te 5. (2.56) 


关于 5 从 1 到 nn 求 和 ,有 
S0) G) - Eie 
=a+8=1 (Hilder RER), (2.57) 
令 a-Bol. i-a. =b (I<i<n), m, yi 是 实数 ， 从 
Hölder 不 等 式 , 有 
Erle QNIN 


< 人 人 四 (ay. (2.58) 
这 是 著名 的 柯 西 (Oauchy) 不 等 式 , 有 很 多 应 用 . 
Hólder 不 等 式 还 有 另 一 种 表示 形式 ， 
e 50 。 


4 acc, Bec 1411, MER gigi. X4 
| dpGg. =a; D; ys =b. WA, Holder 不 等 式 变形 为 
S egi $ artt 3 I S, Í 

! ¿=1 4-1 
1 
= (S:a?) (>: "i (2.59) 
(2.59) 是 经 常 要 用 的 . 
*€4 (2.56) B] ER, 可 以 看 到 , 对 于 o>0, 870, He 
B4, G, b 是 正 实 数 , 有 


a^ b? «aa 4- Bb, (2.60) 
同样 地 ， Aram. Be p>1, q>1, r. 1, q^ = z, 58 
=y, 当然 2-0, y70. (2.60, 有 不 等 式 


> <l L i (2.61) 
VP q 


(2.61) 称 为 杨 格 (Young) 不 等 式 ， 在 高 等 数学 中 有 广泛 的 应 
m. 

Hólder 不 等 式 很 容易 推广 为 下 述 ， 

5i17 设 数 ag, (1 asm, leds), Aa (1 B m) 十 


正 实数 ,已 知 35-1, 那么 ,有 
i G2; €x 
«(2 as) (Š Go; y -È - Í . 
证 明 证 法 与 上 例 完 全 一 样 , 令 
A= $) ao; (1<a<m). (2.62) 


DE E, 


(AP Af Atm) -1 X atag; "G 


-$ xy (sey em)". cen 


HF f(2) — — lg z(2:70) E £M a AA, 有 加 权 的 Jensen 
不 等 式 , 我 们 容易 明白 | 


Mig tholg ee puse, lg n 
1 3 


1 ( Qi; Q ) 
= 441 j T -Tumjo 


M (2.64), 立刻 有 


OR 


d: 24a U m -g 


上 式 关 于 了 从 工 到 ” 求 和 , 有 


OE 
SS CRY - Ce 
< 十 No 十 PE 
(2. MMA ATAP e Az, 有 


SA 


(2.65) 


AMA 
axi dE tip] 17 要 证 明 的 ， 
f(a)= 一 ]E2(e>0) 是 是 函数 这 一 性 质 用 途 很 多 ， 请 读 


* 52.4 


(2.66) 


者 看 下 面 的 例题 . 
gi 18 对 于 2n 个 正 实数 ar a» oce Ga Po Pa epu 成 


立 不 等 式 


p $n 
izt -< (atap. gf» AU x t=1 


Due 
B 


并 


证 明 “利用 连续 的 凸 函 数 S) = EN, 的 加 权 的 
Jensen 不 等 式 , 有 


那么 ， 

1 n 

ER i > pia; 

(apapap) 5" eR, (2.67) 
pi 
i=l 
. 1 1 » 
用 — 7 — EEUU IC 67) Qj, Q2, ttt; G, 有 
Qi aa’ 
1 n Pi 


i=1 
从 上 式 , 立即 有 
> Ds ; pi 
(aap. apy F mm » (2.68) 
cia, 
在 例 18 中 ， W n =a, P27 Go, `... Ds 7 n, 有 
i4 S. 24 
r. b a < (apagan) r ' < il (2.69) 
1 . Sa 
{=1 


出 于 — Xa (mar a)" (n A,276G,), 从 (2.69) 前 一 个 不 
等 式 , 有 
ajaga (avas a," A, (2.70) 
不 等 式 (2.69) 和 (2.70) 是 有 趣 的 两 个 不 等 式 . 
在 例 16 里 , 我们 得 到 了 Holder 不 等 式 , 利用 它 , 可 以 简 
例 IIE TIRER) an qa c. G, BERK, a 87 


0, 则 
” & 1 n H 
(L»w)-( mx). 
i-1 


TJ i=l 
证 明 在 Holder 不 等 式 (2.59) 里 , 令 a —1(1 $n), 
那么 , 有 


n 1 n 
Suc (319) . (2.71) 
= = 
1 1 . 
R — + —=1(2> l. qq 
这 里 p T g P- q 1), 
于 是 , 我 们 有 
dx, «(4 S) (2.72) 
n e n ^ 
这 里 yo ye cs y, 是 任意 正 实数 , 令 gom a => 1, 那么 
(2.72) 变 形 为 
68 
RJ Sat«( 4 Xa) (2.73) 
ml nma? aY 


据 此 , RIIA OE PJ S EX. 
H 1 
二 Sat) Ee Xat) . (2.745 


MW i=l 


ME FJ ARX, 可 以 极 容易 地 证 明 下 例 . 

590 a.c, oa, 都 是 正 实 数 , a，B 也 是 正 实数 ， 
7 一 a 十 B, 求证 . = X> (- Say Sat). 

证 明 出 释 平 均 不 等 式 ,有 . 


3 d 
(lw) (iw). (2.18) 
7b i-i 


Jb i-1 
ERM a 次 方 , 有 , 
a. » f 
(+ a) ERR (2.16) 
Ti i=l TU 4-1 
同 理 , 有 ; 
ao NY n | 
(LX) L1 Jaj. (2.15 
W i=l 7b i=l 


不 等 式 (2.76) 与 (2.77) 相 乘 ,得 到 例 20 所 要 证 的 不 等 式 . 
请 读者 别 轻视 例 20, 例 20 中 的 不 等 式 神通 广大 , 从 它 立 
麟 可 以 写 出 一 连 串 奇妙 的 不 等 式 : 


n (ai -tat e 3-2) > (daH aat 4-84) 


(ai addo Ha), (2.78) 
nlai -- a3 A- as) 22 (a1 4- a3 4- Ta) 
(aitaz tt a). (2.79) 


nla --al4- --- --a2) z (ql+ ak G) 

(a9 Ead 9 ap D CELA p>), (2.80) 
1E(2.80) m, 4n-3, Jt E RII. altata 3ta (A> 
Gs), 有 不 等 式 

a2 4- a£ 4- a3 77 a,05a5 (a? 4- a8 ? -- as 9), (2.80) 
这 里 自然 数 p4. 

我 相信 读者 自己 能 利用 例 20, 写 出 许多 新 鲜 的 不 等 式 
来 ， 
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n 


例 21 Gi, Qo, ° G, 是 正 实数 ， 上 自然数 2, s= 2, 
hw 
0<8<L, RIE 
S (SAV uu que x m V 
A( Gy ) > 1) z . 
证 明 由 于 
$7 G= Qi s «Edi. 1o ga 4, (2.83) 
利用 宕 平均 不 等 式 和 上 面 等 式 , 有 


> 1 
(Sectio ed atau eat ER 
—— RITU id deua; 


n— 1 Cm-—l: 
(2.83) 
于 是 ， 
= f> 1 (of Fabre Tab dada Fo Tae) 
n—1/ ^g] 8 k= 41 n). 
(2.84) 
从 上 式 , 有 
E aie) 
-IP\ u 7 Ga A a = at 
] um 8 1 
= Ll f (9. 
(n—l)ag £ hn 一 (2.85) 


对 上 式 两 端 关于 石 从 1 到 mn 求 和 ,有 


n-—1 ¢=1 ki Q iti O0 
à) /— (2.86 
k=1 aj P ` ( ) 


- b6 o 


利用 第 一 节 不 等 式 (1.64) 和 窜 平 均 不 等 式 , 有 


1 

1 BX RH 1 

n-1 V >a; PLE (2.87) 

»d 1 nl n-i’ Wa 
F; 


kti Qo 


M (2.87), 立刻 有 


q 1 „(n= 1)5* 
ag ^ (s—a)^" 
Tg (2.88040 (2.86), 可 以 看 到 
eíS-QG 2 v _ e/o “< Y 
iG ) > nase, (2.89) 
$122. (闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 ) 设 ar, bo …， 
Li(1<h<n) 全 是 正 实 数 ， p 则 
1 1 
n P n p 
PEETERS jJ «(3 at) «(31 t) 


k=1 k=1 


(2.88) 


n p 
... p 
+ «(iu 
证 明令 Nae Eb do d D bn) 
> (G by 4- -- "十 Lyx)? 二 E (art brt + DN! 


>) a NP ‘+ E 


= 
tet BNET, (3.90) 
利用 Halder 不 等 式 (3.59) 有 


1 


> a N: o«(3 " (3 NR wy, 


k=l 


Xr 2! (3 wey, 


k=l 


...... 
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n I n $ n 1 eet 
Boves Sm) ($: NP") — (2.91 
二 z 


xml FIF EE (p—1)g— p, 
将 (9.91) 代入 (3.90), 有 
> (art by 4- HTa)? 
H 
«(3 v) a) + Mu) 
eu) ]. (2.925 
Ll 
IBS RURI L7, rxgoss( 3 Nr) Á, 
可 以 得 到 


i 


P (ai bue Dt] 


«(Sa) (Su) (32). e 


Minkowski 个“ 了 是 个 者 名 的 不 等 趟 . 特别 当 2=2， 
n=2 时 ,把 @, 5, …, Ia 改写 为 Gu Go 


20 77, Gn, 把 as. i 
S DoW bi, ba +, Dn, 那么 , X (2.93), A 


JG) 二 全 
< air bi 4 A abi o. ‘十 MV 二 D2， (2.94) 
下 而 的 例题 是 Minkowski 不 等 式 的 一 个 应 用 . 


例 3 5. 和 b,(1« jn) & JE E 3:38, 已 知 ajb; =c + 


* 58 a 


[ n 


«a 


n El n 2 n 42 
.3 2522 b= (3 c) «(xa . 
这 里 oy, d, EKAA). 

证 明 


n n n n 2 dZ 
Da d b= Dad 0-83 
i=1 j=l i=1 jJ=1 Qj 


> (Eva y S) 
(利用 Cauchy 不 等 式 (2.58)) 
- (VT ) »(S« ) «(3 4). 
| (利用 Minkowski 不 等 式 (2.94)). 
下 面 我 们 向 读者 介绍 另外 两 个 有 用 的 不 等 式 . 
例 风 ( 施 外 策 (Sehweitzer) 不 等 式 ) 已 知 a, b, A, B 
是 正 实数 , a A, b< B, aa; A(1<;<mn), bb; p(1< 
j<n), HARA n>>2 时 ,有 


T 
a" à <Hy Ag, JEY 
2 CUR . 


— + —— 
x ab AB 
(Zp) 
证 明 由 于 0<a<wm<A4A, O-bxbSEB (liu, W 
A, I 
Debes. (2.95) 
D abes a, l (2.96) 


BAW, a beso, Ë a— hom 


(2 gi 一 A di— b)<o, (2.975 


展开 上 式 , 有 
ott t< (Ë jab. (2.98, 
上 面 不 等 式 对 从 了 到 % 求 和 , 可 以 得 到 
3 ə no. 
>: + Xe«(^ +- Seb. (2.99. 


利用 As 之 Gs, 有 


1 
(m), 02 35) x) E ay, 


(2.1005 
36 (2.100) X (2.99), ü 
2 H B b n 
TE ay ys) rap 
(2.101) 
从 (2.101D ,有 
M Du £ b 
24) Qr) za 
PAL 2 PYI 
1/ [AB Jab 
-x 45 + . (2.102 


(2.102) 两 端 平方 , 得 Schweitzer RER, 
Bi 贴 ( 康 特 诺 维 奇 (Kantorovich) RER) 设 a, >0 (1 


<¿=<n), > m=i, 0<MM «Ae A, MJ 


Do < 


9 
iX AAA, An (a +A, 


a 60 » 


E 8H 由 于 OA RAV HA, 有 
FO M) (uha) <0, (2.108) 


展开 上 式 , 有 
u= Qa +A) eco, (2.104) 


上 面 不 等 式 两 边 乘 以 &;， 并 且 关 于 名 从 1 到 如 求 和 ， 并 量 利 
用 总 a=, 有 


oz Du uth) iata Jas 


MJ 


一 > Aid = Qu + An) + NN > +. (2 . 105) 
=] i=1 i 
A (2.105), Æ 
Pap AS MÀ, D =. (2.106) 
i= Ai 


上 和 式 两 边 乘 以 x= = ,可 以 看 到 
a, — G, 
Sa Besan) De aa, (Š (3 zy 
ITS a MAA, 
u M, (3 À; ) 


43, 


< Qa tk, )? 
BEES E 


证 明 不 等 式 的 方法 还 有 不 少 , 例如 用 数学 归纳 法 。 Fi 
我 们 再 举 五 个 例子 ,解决 它们 刀 乎 不 需要 出 汀 数理 论 ， 有 时， 
只 要 方法 巧妙 , 问题 会 变 得 很 简单. 

例 26 an as … 是 正 实数 , p 是 自然 数 ,求证 : 


24), 


(9 , 100) 


+i Dti nti n 
a a a Sr 
1 2 dee 3252 
az Q5 Q1 t=1 


证 明 本 题 有 一 个 简单 证 法 . 
. Gl ° 


由 于 


(a; — 8541) (aP — ab, i) 2-0, (2.108) 
所 以 | 
aj** Tabi >a Haaa. (2.109) 
上 式 两 端 乘 以 nA, £ 
a la a> ka, (2.110) 
Gba dui oc : 


IABSRX i ^ 1$) n RM, A eit 有 
+Z diii EE "S PW Gi, (2 111) 


$=1 ah i1 Gi. i=l 
由 于 1-4, 352 » Gia -2 u, TÆ (2.111) 就 可 简化 
为 下 述 不 等 式 : 


tap n a? 
>> 7. (2.112) 
£d fi ofyi 


从 上 述 证 明 可 以 看 出 , 对 于 任意 自然 数 p, 有 (2.112)， 反 复 
RS Q. 1», 有 


pi n p n p 

a uy di >h ad 
d pi^ p-2 
fi af: 63 ab i=1 Qiii 


n 


melM di >D 4 a (2.113) 


i=l Mii pe a 


1/27 a, BKIK 4G E CIC, p 是 自然 数 , 求证 ， 


n pti 
n ap (24) 
$21 5; z ? . 
25) 
证 明 4 
mi =b (1<i<n), — (2.114) 
Da; 3 
3=1 $=1 


WMA, A 020, y>0, 和 
s 62 9 


Xa-l Xl (2.115) 
如 果 我 们 能 证 明 


SEMPER (2.115) 
i=1 Y; 
问题 就 解决 了 ， 对 于 任意 自然 数 p, 
Gn? — y?) (vi— yo >0, (2.117) 
ap yr mergi ry. (2.118) 
ERN RA ys, ofi 
qp 2 
L — yi id si. (2.119) 
yt Vi 
(2.1190 Bi3ig XT. 9 JA 1.38] n K, 并 且 利 用 (2.115) ,有 
n grtt n m? 
M3 >> —u. (2.120) 


61 yi elg» 
b [B — FE, RA (2.120) # 


n qiti H c un aj -1 


5o 
icl o €=1 Yi “各 MW 
z2 Y Ti 
mele LS yt 
t=1 Yi il Yi 


-N ai, (2.120) 
例 36 与 例 27 ERRE A, ER c if 
以 递 推 的 不 等 式 , B| (2.112), (2.120), 
例 28 zi(1<o<n) 是 正 实数 ,自然 数 % 之 2, 求 证 


(1) 1<- __ 22 ... 一 oo- t. 2 _ 
Ti nm qo Ya t Eg IT 十 Dr Ta HDi 
xa- i, 
(2) wm? 122 n 4241 LN 
好 十 0a0s 22 十 0804 Gai Fm Wn ida 
«n-i, 


e 63 。 


8) wi 十 Ws 十 … 十 wk + got 2g- tte FER 
Tepa taky tH HEr Bepo t Oppa He ea Pea 
m, Heit" -HBri > nde 


qe 
wp tëra tt Hen- nok 
这 里 自然 数 有 <m. 
证 明 (1) BAH, 
gi — 2 十. nt _ Un 
位 十 Za atiz Onin Satay 
z c LONE £ 
mo +— E a =1. 
>a Mu Du Vi 
i=l i=l i= i=1 
x 
Tı Ta _ a... 十 or- _ Ün 
Ti 十 92 T2 +a Tn-1 + Tn Ta TQ 


= (1 EN Ta ) + (1 T3 ) 
W1 tTa T Ns 
e. i- Tr ) (1- Tı ) 
+ +( 3l Xs + Ea 21 


化 x. zx £i 
n ( 2 二 n F- ). 
Litto 02 十 03 化 itn Dude a 


= i n 
-n-1. (2.122) 
(2) 引入 新 变量 , 令 

z . 
y=—=—  (l«4«n), 
Diridit2 
Cnt+1™ Vi, Vn+2™— 72. (2.123) 


ys ya 1, (2.124) 
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T; _ _ Tigis 


Es ws 2 4 Tisatiua 
= Er: (1«$€n), (2.125) 
于 是 ,我们 有 
z a eed ga ci 
Titas — Yid av. až atë Qm mimo 
2 i a2 
nS 2.12t 
n > lXgc ( < 3) 
如 果 我 人 能 证 明 
=>1 2.127 
> inb ( ) 
则 (2) 得 证 . 
出 于 (2.124), 则 必 有 最 小 两 个 ys y 73), 
yeyi (2.128) 
那么 , 对 于 这 两 个 数 y, Ys 
1 1 2--y +Y; (2.129; 
一 : l - = . j 
icy; 1i-y Ty Ho 
(2.127) 的 确 成 立 , 从 而 有 (2)， 
(8) 记 要 证 的 不 等 式 左边 为 s. 
n 1 
一 ll 一 一 
s= ee tEn 
d Ln 
Erpa t Quadro RR Ht 
1 4 
agp too (2.130 
dt xr x 
令 F =- ES [Cirit kar bs) 
Ta 
€= 1 
+ (aea prtst Tay, eoa) 
十 OE Gd deat m a)] =k, (2.131) 


. 5> 


这 是 由 于 上 述 中 括号 内 wm.(1<6<n) 的 项 一 共有 n(n 一 如 项 ， 
每 个 出 现 的 总 次 数 完全 一 样 ,所 以 每 个 w 出 现 的 总 次 数 是 
Tn(n— P) =n— ik. 


利用 第 一 节 不 等 式 (1.64) ,并 且 注 意 (2.130) 和 (2.131)， 


有 
F (s-r n) >n, (2.132) 
因而 ， o D 
1 n = n 2.15 
s+- — (2.133) 
从 而 . z 
>L n= A 2.134 
s>- oU E (2.134) 
P129 c, y, “是 非 负 实数 ，o2 十 好 十 中 一 有 AE ISES 
4. 求证; 


otyte<oyst /Sb +2). 
证 明 明显 地 ,有 
O<g? + (y— z)? = k— 2yr, 
O<y?+ (n— 2)? — b — 2zz, 
Oxz? + (o— y)?— b— 22. (2.185) 
(2.188) Bf] =Z 4 38513, 有 
Ox (E — 2yz) (k — 2x) (k — 2:y) 
= kš— 2k? (oy +yz A- 22) + dhrye (e ty 4-2) 
一 8z2g1222 
= —Db(o--y-rg-ayg)? +k (k--2) 
-2k(2— k) (my +yz 4-22) 
--2(k — 4)a?y*e? 
« — 2b (--y--2—ayg)? +k (54-2). 
(利用 2«E«4) (2.136) 
. 66 « 


所 以 , 我 们 可 以 得 到 


(a--y E met E hh (2.137) 
两 端 开 方 , 得 
|zkyez-cys| m SHE+2). (2.138) 
那么 ， 
tye- z< | bU 2). (2.139) 
不 等 式 (2.139) 很 有 意思 , 4 k=2 时 ,我 们 有 
2 十 二 2<O20 2, (2.140) 
TE. 
zy i«cyre24/ 8. (2.141) 


现在 , 我 们 向 读者 介绍 本 节 最 后 一 个 不 等 式 . 
8J30 a, b 是 正 实数 , 4 之 5, KE: 对 于 自然 数 %， 有 
a g++36 ,a+3(m—1)6 


< he 
a4 3nd ` atb a+4b &4- (8n —2)b 
3 a 
E 
证 明 我们 首先 证 明 , 对 于 自然 数 %,， 有 
6 4-3(n—1)6 zd ar30- Db. 


ad n-259 TERT (2.182) 
换 句 话说 , 要 证 明 
[a+-3(n—1)5]2(a 4-3nb) < [a + (3n — 2)5]?. 
(2.143) 


利用 Gas As, 有 
[a--3(n— 1)5]*(a 4-3nb) 
«Is [a--3(n—1)b--a--3(n—1)b-a emp 
= [a+ (9n—2)8]*. (2.144) 
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kh a+3(-l)b=a+3nb, EUR SIC RT ERES. 
从 而 , A (2.142), 
# (2.142) m, $ n—1, 2, …, 那么 ,有 
a .4 十 30 a--3(n—1) 


or. 


a+b a4-4b a+ (3n— 236 


eR SYN ars 
à 4-936 a-+ 6b Q- F Sub 


VE > 145 
= AU 2.14: 
CN à --3nb' ( 5) 


下 面 证 明 : 对 于 每 个 自然 数 mw， 有 


n— i)b a--3(n—1)6 ' 
DT y 39m Do. (2.1465 
这 等 价 于 要 证 明 
[a--3(n - 1)0] (a--3ab) 
> [a+ (3n— 2)0]*. (2.147) 
而 


[a --3(n — 1)5] (a -- 3nb) — [a 4- (3n—2)0]? 
= b[a-4- (3n-- 4)5] 
0 (HTumb-0), (2.143) 
于 是 , AER. 140) Rr, 4 n—1, 2, …， 从 (2.146)， 可 以 
看 到 
& a+3b 64-3(n-- 1)6 


a+b a-+4b a+ (8n—2)b 


> / G MEEN " /a43(n—1)5 

PY Ira V a-6b V anb 

— /一 < 2.149 
"Eum ( ) 


特别 地 , a= b= 1, 有 
e 08 。 


(Sn-+-1) : XFY AD < (3n4-1) 5, 
(2.150) 


阅读 了 本 节 ， 在 代数 不 等 式 方面 ， 我 狂想 读者 会 有 些 得 


tT: “不 积 哇 步 ,元 以 至 千里 ; 不 积 小 流 ,无 以 成 江海 . 
WRR, 不 能 十 步 , SETA, WERA. “从 高 中 时 代 起 ， 
我 一 直 识 欢 荀子 的 < 劝 学 篇 >， 我 想 一 般 读 者 也 同 我 的 青年 时 
代 一 样 , 有 强烈 的 求知 欲望 ,但 有 急于 求 成 的 思想 .荀子 的 上 
述 话 可 以 作为 学 习 上 的 座右铭 . 


习题 二 
l.c RERS (oci), $in, 求证 
(cede Pes 


(提示 ， 参 考 例 5.) 
z RERS), Jesl, RE: 


29 


> (r= 3) zn(n 1), 


(提示 ， 利用 A,>G, 及 上 例 ，) 
8. c 是正 实数 (1<i< 四 ， 阅 zi 一 1 求证 ; 
$91 


à (s e) 2l (n?4-15?, 
(提示 : 利用 第 一 节 不 等 式 (1.75).) 
4. 0c, < (<i<n), 23e 求证 ; 
(L= 2) (L— 29) (1 — 24) > (n Lato En 
(提示 : 利用 第 一 节 不 等 式 (1.74).) 
e 69 + 


T 
hh 


EESE), 21, RE: 

CLr iA ta) L- En) 2 (n - MPa 
(提示 ， 令 A= my X [Ge eec 
利用 不 等 式 (1.71).) 

.i 是正 你 数 (1<i<n)， 凡 v1=s<n, BN n2 2, RE 


(XE (3t). 
(提示 : 参考 例 6.) 

. n, k RER ELA n 2, RE: (n— 2) n? (n- E)? 

(提示 : RAE 78738815, ) 


， 设 as xam, 1<j<n) 是 正 实数 ,求证 ; 


n _—— 
5 1; 3 Co 人 -2 amj [Š 118217 O1 + W ator Ama 


j=l j= 


Heet dinam amal”, 
(提示 : 反复 利用 不 等 式 (1.71) .) 
. ian Go, ***, (a 是 实数 ， 自然 数 ”之 2， CI 


A+ $a ——Ó: a) ; 
求证 ， 4 «2a; (b xxn). 

(提示 ， dB 4; 二 qs 赴 作 - 一 个 数 ,利用 不 等 式 (1.66) .) 
. 0, y0, s+ = 求证 : a yay, 
(提示 ; 利用 短 平 均 不 等 等 式 ，) 

. Ban 是正 实数 (<i<n), Pp 是 自然 数 ,求证 : 


1 > gp 

— "wl z< 1-1 

n 2 : Y 
3 
£ 


(提示 :， 利 用例 29.) 
A>a>0, cnasapsa l<. Zn, RAE: 


EWENI, 


n n 


> a, 1 «^ 
i=l š G; 


$-1 


. 70>» 


(提示 ， 利 用 Schweitzer KER, 也 可 利用 Kantorovich KER, ) 


18. Ela, b, z EX, KIE (G-a+b)(z+a- b (satb) is- 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


a— b) > — 43252, 
Gn, 右边 移 项 到 左边 , 恰 为 一 个 完全 平方 数 .) 
自然 数 2 23, 求证 : 


i 1,1 1 -l 

n[(nd-1)* - 1]«lb— tatn (n— Dn neli 

— 2,3 +1 1,2 
(提示 : 对 二 tateh 2 了 利用 A,2QüG;,,. 对 可 十 可 二 人 


n-1> Cn-1. ) 
a,, z, (oci n) 是 正 实数 , p 是 正 实数 ,已 知 ai = p 求证 : 


RE k>a, bb«icn) 也 是 正 实数 . 


1 


(m= [S ess IX y" um Holder KER, 


ia, b, e 为 实数 ， G, B, y 是 正 实 X 386 SR UE: 
BEY qu VEI gu AHP os 
Y 


F 
— 


z 2(qb+ be+ ca), 


(提示 : 利用 As2>G..) 
已 知 at b2-L ez d? 1 (a, b e, 0 是 实数 ), 求 证 ; 

s= (atb)it (a-- c) *- (a4-d)* 4- (b. o)* 

-+ (b--d)*4- (e-- d)* «6, 

(提示 :证明 s+ (a b)*- (a— o0) 4- (a d)*- (b-c)*- (b- d) 
NUN rd*??, ) 
dE, de, e, Q, 是 正 实数 ， ;满足 条 件 PNE 这 里 自然 数 
n>3, 求 证 ; 30 a, SEN 


2.0. | . 2 2 
(mz ha iL X bpm, E, eeu 


ši=1 n- ixicj«t n— 1 1<i<j<n n 


n n 
= a2-4-3 aa.) 
m( 2 a) = 342, Ba ce 


19. 


ial. bl 


D a+b=1, 求证 ; b>, 


1 1 


(Ez acus res) 


20. 


21. 


22. 


24. 


3 

2, y, £, 和 是正 实 数 ， 求 证 ， 入 (一切 (e~a) Hy ly- 2) (g— z) + 
£^ (2— 2) (e— 1) 70. 
(提示 ， 不 妨 设 aemyme S z=s+u, y= +v, umuvm0,.) 
a, (<i< 人 是 正 实数 ,已 n Sja <m ARN, p OE 
实数 ,求证 ; 

(g^ Ea) ?十 (nan) rm (A) + (2)" . 
(提示 ， 利 用 G.A. HAERA f (2) = x" Pj >P (a1) BU BIB 
TE.) 
Ti, to, ma JEJE SCR, zid za 26 = 1, EH r>, TUR S 5& (1— 
x) (L— 22) (À — 23) >O, (21222) ", XE BAR RRE mi, zs, zs 成 
立 , 求 最 大 常数 Cr. 
(s. 0,—8.3907D.) 


SHRBSUNIERURSC E, 使 得 对 于 满足 0<a<1 的 所 有 a 和 所 有 自然 数 


工 
n, 始终 有 不 等 式 a^ (L- a) cns. 


a= 、 ntk " k n k 
(提示 利用 Gosr<Avtw 先 证 ”Max| aa) | «Lj 从 而 


有 soa) Eu, 找 最 小 的 正 整数 使 得 对 所 有 自然 


kn? 


Bon c rr EIU 第 二 步 证 =1, 2，3， 都 有 某 些 自 

AG n, 使 上 述 不 等 式 不 成 立 , 则 必 有 b4. 最 后 一 步 证 2 一 4 时， 

对 任意 自然 数 %, 上 述 不 等 式 成 立 、) 

(RZA (Bernoulli) 不 等 式 ) 已 知 2%> — 181021, 求证 ， 
(L-+z)°2>l-+am 

(提示 ， 只 要 对 u=as> -加 以 证 明 就 行 了 . 令 b=}, 0<b<1, 

问题 转化 为 去 证 明 1+by2 (L-)*. ARHESEEE, 利用 G, < 


26. 


27. 


An 加 以 证 明 .) 


. A, 是 2 个 正 实数 zi, 22, ts ns 的 算术 平均 值 ，Gh 是 个 正 实数 


T1, Ta, ss", En 的 几何 平均 值 求证 . 当 自 然 数 nza 时 ， 

n(A, -9w > 0- D(A n— 1 Ga). 
(提示 ; 先 证 明 恒等式 Set apas (CRY panos 
证 明 对 r0 MAARN nna 1-0, KUBA ee n 


并 且 利 用 先 证 明 的 恒等式 .，) 
下 面 再 列 出 五 个 习题 , 没有 提示 , 希望 读者 充分 发 挥 自己 的 能 
力 ; 去 解决 它们 . 


已 知 z>0, y>0, 2z+ == 1, 求证 FELIS 
正 实数 m, zo, s ma 满足 条 件 > z, <— 二 ,求证 ; 


1- £i) (1—- S3) (1- - Ea) S> 


38. a, b, e, d 是 正 实数 , 求证 ， 


29. 
30. 


a b c d 
< —ə—— +- 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 所 3 
l a+b+d i a+b+e + 6--e4c d + eteta t! 


0ca«l,n 是 自然 数 ， Kur. z^ (0-2)^« = 


(310) «(3 eG r), 


e 13s 


三 ”共生 不 等 式 的 三 角 应 用 


在 这 一 节 ， 我 们 要 介绍 前 两 节 建立 的 一 些 不 等 式 的 三 角 
应 用 .为 了 节约 篇 幅 ， 我 们 规定 三 角形 ABO 的 三 个 内 角 分 
别 用 ABO 表示 ,而且 全 部 用 弧度 计算 . 

在 AABO rp, 利用 第 一 节 不 等 式 (1.59), 有 


(1) sin A+sin B+sin O<3sin (4 +B--O) 


= 3sin S = ENEJ (3.1) 
(2) 利用 G< Aa, 有 


3 
sin Asin B sin C< Ë (sin A-- sin B-+ sin C) ] 


<( Ë Y cum ao» 


-i3, (8.2) 
(3) n 是 自然 数 , DL OD ,有 


sin 4 Hsin P tsin PT «x3sin F(E.) 
u Í x y 
= 3 Sinm. x n . (8 3) 


(4) nn 是 自然 数 , 类 似 (2), 有 
P. sn L «oim tsin z «sin-C)] 


in — sin 
BU, 9s Pg 


3 


«sin* + = (3.4) 


< 


. 74 。 


特别 地 , 4 n = 1, f 


A... B, c1 
sin — sin sin PESE (3.5) 


(B) 从 第 一 节 不 等 式 (1.81), 有 
cso A+ eso B+esoO0>3cs0 =—2V3. (8.6) 


(6) 利用 一 个 熟知 的 三 角 恒等式 和 不 等 式 (3.5), 我 们 可 


得 
cos Á +cos B+cos C=1+4sin £ sin Ë sin <Ë 3 . (3.7) 
4 AABO 是 锐角 三 角形 时 ， 我 们 还 能 推出 许 多 二 f 
(7) RI] Ga As, 有 


3 
cos A cos Beos O< | + (eos A -- cos B + cos O) ] 


E 
(8) 读者 知道 
sin? A-- sin? B+sin2 O = 2--2cos Acos B eos C, (3.9) 


利用 (3.8) 和 A.A BO 是 锐角 三 角形 , 有 


CRI (3 7) ). (3.8) 


2-csin? A-Fsin? B--sin2 O< E., (8.10) 
(9) fH SS— WAS SEL. 68), 有 
tg A--tg Bd tg O3 tg $798, (3.11) 


(10) 利用 第 一 节 不 等 式 (1.69), 有 
elg 4-1 tg B+otg0>3ctg 5 — V3, (3.12) 


(11) 利用 第 一 节 不 等 式 (1.80), 有 
. J5 o 


sec A -- sec B + see O2:3 8ec $79. (3.13) 
(12) 利用 第 一 节 不 等 式 (1.78), 有 


_ (3 3 y ' 
A B OQ m ( 2x y. G4 


SQQE DS 
sim ÁA sin B sinO < sing 


8 
(13) 利用 第 一 节 不 等 式 (1.79), 有 
t 


m l 
S -= (253 ). (3.15) 
3 

(14) p 是 自然 数 ， 利 用 第 一 节 不 等 式 人 (1.65) 和 (3.11)， 


tg A ic B igo ~、 
A B o0” 


有 


工 工 
| 3 (tes +-tg° B+ ta°O) | (te A+tg B+ tgO) 


248, 
那么 , 我 们 有 
ig? A--tg? B--tg^ 0377. (3.16) 
(15) 由 于 AABO 是 锐角 三 角形 ， 354,7 0-0, 和 


c 
sin (Z - C sm S, 从 而 ,有 
sin A--sin B—2sin I (A--Byeos (4-8) 


. (m 0 i _ 
20 1 


» cos À 4-cos B, (3.17, 
同 理 有 


- 16 .’ 


sin P--sin O>—cos B-r-cos O, 
sin C+sin A> eos C--cos A, (3.18) 
(3.17) 与 (3.18) 的 三 个 不 等 式 相 加 , 有 
sin A--sin B-+-sinO>cos A--cos B--cos C, (3.19) 
E SRCS.19) B REBH SOUS Fm ER 2 Hi, IHAEUEXE— UE 
义 的 不 等 式 , 所 以 在 这 里 介绍 给 读者 . 
上 面 十 五 个 不 等 式 都 很 容易 , LTE OW hy F 2 SG 下 
面 我 们 进一步 介绍 一 些 例题 . 
511 在 锐角 AABO rh, 求证: 
ig A+tg B--tg O3 (olg A-r tg B--etg O)>=etg 2 


-et 总 十 ctg C ste La tg Pg Ces. 


证 明 读者 知道 :由 于 A+ B-LCO= x, 则 有 
tg A--tg B--tgO— t= Atg Btg C, (3.20) 


(tg A-r-tg B-- tg O)te Atg BtgO 

= (ig A+ ig B-- ig C)? 

= (tg? A-- tg? B-- tg? C) 

+2(tg Atg DB4-tg B ig C-- ig C ig A) 

=3(tg A iz B+tg BigO+tgOtg A), (8.21) 
BUT AABO 是 锐角 三 角形 , (3.21) 两 端 乘 以 正 数 ctg A ctg B 
etg C, 可 得 
ig A--tg B+ ig O>3(ctg A+ctg B+ctg0), — (3.22) 


HT (4-LBLO) =- 去 mm 有 
A BF € 4 了 BO 2 
etg >r etg — + etg ; — oig 3 etg 5 ctg "E (3.23) 


e 77 ° 


类 似 (3.22) 的 证 明 , 有 
4 B. c) 4 B CO 
(cte weg betg > etg > etg > etg > 


u A B y) 
= (ctg EI totg 3 tetg > 
A B B e C £) 
=> — -一 一 — — cip — 
3(ctg 2 ct 5 -Fetg 5 ctg Š 十 ctg etg 7) 
(3.24) 


ERAU SE Di te tg D tel t 


A B C A B [ol 
(3.25) 
利用 第 一 节 不 等 式 (1.68), 有 
tg 11. B ag C3 ig A —8 (3.26) 
2 2 2 6 
BAMU Dep A cg dm -tg £, 
TE 84,4. 8,4 
3ctg A - —ctg 327-38 > (3.27) 
|] 38, 有 5 B 5 p 
3ctg B + > cte 37 E PE (3.38) 
8 O 3 c 
Setg O > °g >= 3 (3.29) 
(8.21), (3.28). (3.29) — 4& 3C RUM, 可 以 看 到 
A B 0 
S(etg A +ctg B+ctg 0) — (ete > tetg = tetg e) 
1 A B C 8 Á B O 
"3 (ne cte Tete) - Sgt pret) 
之 0( 利 用 (3.25)), (3.30) 


< 7B < 


这 样 ,我 们 证 明了 例 1, 在 例 1 中 ， 除 了 第 一 个 不 等 式 用 到 锐 
负 三 角形 这 一 条 件 外 ， 其 余 全 部 不 用 馈 角 三 角形 的 锐角 这 一 
条 件 . 

例 2 iE AABO 中 ,求证 ， 

2(cig A +ctg B+ctg 0)>os0 A+ eso B+cseO, 

证 明 显然 ， 


A 
1 cos z tsin P E 
csc A= 一 = EI £), 
sin A ^ 9sin A cos 4 z 
(8.31) 
13] 38, 有 

> 1 B B E 
ese B -= l(ctg-Bitg 2), (3.32) 

1 CO g < 
ese C 3 (etg C tg 2) (3.33) 


利用 (3.31)、(3.32) 和 (3.33) 有 
2(etg A+otg B+-clg O) - (cse A+ese B+ cac O) 


= E (ctg A--cfg B-telg O) 


i A B CON; 
EC > teig > etg 2] 
"iac tete 


-1(w 2 3*8 B tg £j] 


z0 Dun (3.84) 
例 3 # AABO H, 求证 ， 


- 79 <= 


h AL B 5 / B i, C. Ni O wag 


«AS. 
证 明 # AABO šh, exuit 


BB a S A 
2 


tg tg 2 +g tg s te ig =1, (3.35) 


IRI ye) = -Mz (29) icis i RIE 
V tg tg eb rcrum tg 5 ta C e ty teg deb ig C tg o 


satisqa s 


人 A 


=4./ 35. (3.36) 
例 和 irc AABO 中 ,求证 ， 
A A. B, O A B O36 
Er «sin — sin — sin g teos + 008 — co8 p < 8 


证 明 对 于 三 个 实数 T, Y, 2, 
sin z4- sin y+ sin g- sin(z4-y--2) 


—2sin 1. (3.1 yyeos l 
2 2 
1, 01 
一 2co8 (wy 22) sin zet y) 
. 1 i 1 ] 
= 2sin > (s-+ —(s-y)-cos— 422 
sin — (sty) [eos 3 (m — y) - cos 3 (z--y-22) 
. 1 o1 . 1 
= Ásin > GF y)sin z (s 2)sin -z (y 2). (3.87) 


通过 类 似 计算 , 有 
cos z-- eog y -- eos z-+-cos(z--g +z) 


= 4cos EXE — (-rz)eos $c. (3.38) 


80 e^ 


4 


æ A m B ,mw 2 0 
4 一 下 D’ Y=] >” &—E PE (3.39) 
yu 
zz 二 十 % 一 本 ， (3.40) 
明显 地 ， 
i 、_O 
iwr% Wt- , La) = 7. (8.41) 


4 a) (9-40) 4) RA (9D. 9:38), ETT 


in (z. Dos (z- B)rst (z.-9)-2 
sin(4 5 +sin yI P L sina 可 5 - 


IOVI 


一 和 Sin £ sin 于 sin 9. (3.42) 
cos ^ - 4 + eos (& - ) + cos (z - 2) XI 
= 4 cós £ cos Pos Ç. (8.45) 
(3.42) (3.43) ECL, 有 
(eim ns sin š sin T cos £ cog £ cos A 
ee eE 2) 
vo (F2 G eE 37) 
= cos Acos Boos < 2. (8.44) 
利用 第 一 节 不 等 式 (1.67), 有 
cos 分 +eos Ecos C <3cos $ = ENEN (3.45) 


如 果 我 们 能 证 明 


A B O . A 
cos T cos x Heos > 1-rsin= 


+sin D -sin $2 (3.46) 


M(3.44). (3.45) 和 (3.46). 8413983] T 49] 4. 
现在 我 们 来 证 明 不 等 式 (3.46). 
读者 容易 看 出 . 
V3T 


A B c 
202 T (eos 可 十 008 = t eos EI 


- (sin £ +sin E sin 2) 国 1] 


rm ,4 x, B 
= cos G +5) cos (4 Ë z) 
w O d 
T eos (2 +Z) - COS 4 
1 1, 
一 2 cos #+G+A+TB) cos — (A - B) 
asin Osin 2 
_ sin 村 (十 )sin 地 
" C 1 M 工 py 
= Asin S eos J“ - B) — cos — (A+ ] 
1 ， Ç mw 
(ir 4 (a AB) = Z, 
1 , 1 op _ S 
= 4sin 4 
另外 , 在 (3.37) 中 令 =, y= 3. 28, 那么 ,有 


. 82. 


gin 条 +sin fes. -1 


= Asin 了 (A+B)sin -(A+O) 
‘sin 4 (BIO)>0, (3.48) 
J 3 47) 和 (3.48), 知道 (3.46) 成 立 
在 例 4 的 证 明 中 ， 我 们 也 建立 了 有 趣 的 不 等 式 (3.46). 
例 5 设 DEER 0<0< F n EB EEG RE: 


a + b > QE Di E 
sin” æ cos” m ° 
证 明 
2 
( K -十 b y" 
sin^"a COS m 


b 


= sin” s I cos" zc 

(A) nta) ve ( 

(利用 Holder KFR) 

-or 和 Or (8.49) 
pon A uos Hp 5. 


利用 例 5 直接 可 以 得 出 上 节 习 题 26 的 结果 ， 只 要 在 习 
题 26 rp, 令 


°? n 
y (sins + eos?w) z+2 


2 r 
y" (eos? z) EE 


cos” qm 


s= sin? A. (0<4< 2) y= cos? A, 
那么 ,利用 例 5(a= 2 b—1, n2), 
1 1 _ 2 5 £ [24 
wy sira V ç cos” zero ED. (3.50) 
例 6 4 十 锐角 , 求证 ， 
e 83 > 


1 1 > 5 
(1+ suu) l4- POSEEN 
证 明 CER CPESAO T1),78 


V (+ dj a T r9 )>1+ >= 


“Sin À cos À 


V/F _ o. 
=-= md 2 3.515 
Sin 24 und ° ( ú 


(3. 人 1) 两 边 平方 ， 得 例 6. 
例 ? 0<s< 求证 ， 
j 4 . eb 


- + 之 一 一 
sini; costa ^ 2 


4 4 
mpya 4 
Sin^g COS ` z 


sing. cost z;-4- 


证 明 Sin g- COS gr 


2 2 
- (sina. 2 ) +( costes 2) -8 
sin? g cos? 


>21 (sin°z--eos2z) +— -| -8 


sin?” s- cog? 
(利用 第 一 节 不 等 式 (1， 75)) 
-2(3+4) 8-05 (8.52) 
例 8 ABH EASA, 求证 , 
sin” 人 4 十 0093 A cos? BI. cos? 4 sins p B> SEN 


证 明 利用 Holder 不 等 式 , 有 
(sin? J -+ cos? A oos? B- 十 0083 4 sinD A411 
> (sin? A4 )3 ‘+ (cos? A cos? B) -+ (eos? A sin? B)? 
© =L (8.53) 
于 是 例 8 成 立 


* 84 . 


例 9 > 是 锐角 ,nm 是 自然 数 , 求证 ， 


(anm ist) nU 
证 明 显然 ,我们 有 
1- sin?^ z— (1 - sin?a)(1--sin? »-F- sin* gr sin? z) 
— cos? a (1-- sin? z4-sin* w+ sinense), (3.54) 
1- cos?" g= (1 - cos? z) 


- (L+ cos? -1- cos? æ- -** 4-08?" 7) 
— gin?« (1-- cos? g-4- cos s- + cos?" 7a), (8.55) 


(s= s ) 


| l-sin2"z 1- cos" 
sin“? w ` cog" > 
1 


=F m= L+ sin” g--gim4z-J-.. tsin? z) 
1 


Tq, 


I 


co EE (1.-I- cos? e-+ eoste- «dc cos? Tu) 


"—— 
81 


n“ sin?^-*rz  sin?"^c 


1 1 i ) 
1 eL E 
( Hurt cos? z Tet cog?^7* gm + cos?" * yr 


-[o— 7 rex 
sin z cos o (sin 2 eos z)" * 


=l (利用 Cauchy 不 等 式 (2.58).) 


— — 
(sin seos 2)" * 


-|1 2 " 252-2 " On-i 32 
tina sin2z ` Ut (sin2z)"^ ^ (sin2z)"^ J 


=(A+2-r--- 217-2773)? GR JB 0<sin2z<1) 
= (2^ - 1)2, (3.56) 


利用 不 等 式 , 还 能 解 三 角 方 程 , 读者 请 看 下 例 ; 
例 10 0<z<2x, B 然 数 nz, 解 方程 , 
sin z sin 2z---sin nz--eos z cos 2z:--co8 ma 1, 


解 ” 由 第 一 节 不 等 式 (1.71), 有 


YY (sin2z+ cosa) (sin22z-4-ocos2 22) --- (sin? nz -- cos? na) 


=>. sin? vsin? 2p- sin ns 


+ cos? z cos? 2z- --cos?na . (3.57) 
(如果 有 些 项 是 0， 上述 不 等 式 也 成 立 ， 实 际 上 导 .7 对 
非 负 实数 成 立 , ) 


但 是 ， [sin zsin 2z- «sin nz | «1, 
那么 ， 
[sin zsin 2z--:sin.au | — «1, (8.58) 


[sin w sin 2z- --sin nz| 
« J'sin?zsin? 22---sin?nz , (3.59) 
[3] S8, 有 
| cos z eos 2x- --cos nz | 
<. cos? z cos* 2z---coS^ nz , (3.60) 
A(3.57) (0 3E (3.57) Ze mE 1), (3.59) 和 (3.60)， 并 且 兼 
顾 方程 本 身 , 我 们 有 
l> sin zgsin 2z- sin mz | 
+ | cos z cos 22 --cos nz | >L, (3.61) 
RE (3.61). (3.87) | (3.60) «R89 — BAR PESCE USA, 
如 果 sins, sin 2z, «e, sin nz 之 中 有 一 个 为 0 那么 从 方 
程 , 有 


° 86 e 


cos z cos 2m-:-cosnz= 1, (9.62) 
ig (3.62) 888 0—0, 4 n=4k -1 人 是 自然 数 ) 时 ， 还 有 一 
ji rum, 
FE, WR coss, cos2a, «e, eosno 之 中 有 一 个 为 0， 那 
Z, 从 方程 , 有 
sinzsin 2: esinnr=1, (3.63) 
于 是 对 于 8=1 2, +, n, dpsinkz— +i, 这 是 不 可 能 有 解 
的 . 
最 后 考虑 sing, sin 2, +, sinnz;, coss, cos2z, =, 
conns 全 部 不 为 0 的 情况 ， 由 于 (3.57) 取 等 号 ,根据 第 一 节 不 
等 式 仁 .71) 取 等 号 的 条 件 , 有 


sin?» — Sin227 sin?nr (8.04) 
coS*z cos” 2v cos? qx * M 


那么 , ig "r-—tg^kz(b-—23, 3, =, n), XH tg br— + tg, 
br-— pace 是 整数 )， 因 而 e, 2x, +, ne ROBO. 
这 导致 霹 z 一 0， 与 我 们 最 后 考虑 的 情况 不 符合 ，( 因 为 这 时 
候 sin z= 0, 而 我 们 设 sin z, sin 2s 等 等 都 不 为 0. ) 

所 以 ,方程 的 解 是 z=0, 24 n=4k -1(% 是 自然 数 ) 时 , 还 有 一 
解 =a 

现在 ,我 们 青 来 观察 人 4BO, 我 
们 先 介绍 一 个 在 三 角 与 几何 中 都 很 
有 用 的 不 等 式 . 

例 11 〈 爱 尔 多 斯 - 莫 德 尔 
(Erd6sg-Mordel]) 不 等 式 ) 如 图 2, P 
为 人 4BO 内 部 一 点 , P 到 三 边 距 离 m 
APD, PEMPE, RWE: PA-- PB--POZ2(PD-4- PE-- PF), 

证 明 i PA=s, PB-y PO-s PD-«, PE=b, 
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PP=e'., 
HFP. D.O, EWAN, 在 APDE B, ZDPE=x 
-O, 利用 余弦 定理 , 有 
DE= V a*? +b —2a*b'cos(m — Ó) 
— A/ a? Eb 2a*bcos(A4- B) 
— A/ (a* sin B+ b" sin A)?4- (a* cos B - bcos A)" 
72a" sin B+ b*sin A, (3.65) 
了 .DO 了 四 点 共 圆 , 由 于 ZPHO= ZPDO- 7. 则 Pc 


AXES, Æ AODE 中 , 利用 正弦 定理 ,有 


DE — PC sinQ —zsin O. (3.66) 
于 是 ， 
_ DE a* sin. B+ b*sin A 3 
sin O > sin O . (3.67) 
同 理 , 有 
osinC-Ho sin B N 
= 一 9.6 
d sin 4 , (3.68) 
~ a^ sin C--c' sin A 3.69 
y- sin B . ( Bs ) 


上 面 三 式 相 加 , 可 以 得 到 
sinb , sne) 
sinO sinB 
,( sinÀ , sin Ç )* «sinB , sin À 
+b (o "gin À re ) 


£y eat 


sinA sinb 
z2(a*--b*--ce) (利用 A989. (3.70) 
这 就 是 要 证 明 的 不 等 式 . 
Erdós-Mordell 不 等 式 的 一 个 简单 应 用 是 可 以 推出 下 述 
三 角 不 等 式 ， 
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例如 在 锐角 入 4BC 中 ， 求 证. 
zos A -+ cos B +-cog O 
z-2(cos A cos B 
+cosBcos O 
+cos C cos A), 
证 明 W PH A ABO 的 
3E, HTF A ABO 是 锐角 == 


角形 , P WE A ABO 内 部 (图 
3). "3 


设 AABO 的 外 接 加 半径 为 妮 ， 在 直角 A ABR T, 


AE = AB cos A—2 RsinC cos A, 
那么 , 在 直角 APAE H, 


_ AE 47 
P4 cos <PAE os (mo) 
a 
= AE L9 fV 
= 2 R cos A 


同 理 , 我 们 有 
PB=2Rcos B, PC-—2HoosC, 
在 直角 APAE 中 ， 
PE=PAsin(®—0 )- 2 Reos AcosC, 
同 理 , 有 
PD= PBeosO=2 Recos B cosC, 
PF-—PBcos A—2 R cos B oos A, 
利用 Erdós-Mordell 不 等 式 , 应 当 
2 R(eos A--cos B +cos O) 
>4 R(cos B cos O +cos A cos O + cos A cos B), 


(3.74) 


(3.75) 
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这 样 , 我 们 就 得 到 了 所 要 的 不 等 式 . 
由 于 
2(cos A cos B + cos B cos O +cos O cos A) 
= eos (A + B) -- cos( A — B) --eos( B+ O) 
+cos(B - O) --eos(C + A) --cos(C — A) 
= [cos(.A — B) 4-cos( B— C) 
--eos(O — A)] — (eos. A -- cos B 4- cosC ), 
这 里 我 们 利用 
cos (A + D) = eos (m — C) = - eosC, 
cos( B+ O) = — cos A, 
cos(O + A) = - cosB, 
再 利用 例 12, 我 们 有 了 一 个 新 的 三 角 不 等 式 , 在 锐角 AA ADO 
中 ， 
2(eos À +cos B -eos C) 
>cos(A— B)--eos(B -O) 4-cos(O - A), (3.76) 
另外 ， 
3(eos À +cos B +cos O) 
— 2(sin A sin B + sin BsinO--sinO sin A) 
= cos À -- cos B -- eos C 4-2(cos A — sin Bsin O) 
-- 2(cos B - sin A sin O) 4-2(cos C — sin Asin B) 
— cos À 4-cos B -- eos O — 2[cos(B +0) 4- sin Bsin C] 
-- 9[cos A -- C ) 4- sin Asin O] 
— 9[cos( A 4- B) -- sin Asin B] 
= cos A. -+ cos B + eos C — 2(eos B cos O 
--cos A cos C -+-cos À cos B) 
SOHAM 12 的 不 等 式 ). (3.77) 
这 样 , 一 个 三 角 不 等 式 产生 了 , 在 锐角 AABO H, 
. 90. 


3(cos À 4-cos B -- cos O) 
>2(sin Asin B --sin BsinC--sinC sin A), (3.18) 
513 在 锐角 A ABO 中 ,求证 : 


E «gin 2 sin P isim sin C. 十 snc sin n2 «3. 
证 明 令 
Atl(u A), D'= (a B), 
2 2 
"un 27 
C - O). (3.19) 


WA TA BN OI MIREA AABO 不 是 锐角 fü 
形 , 那么 可 以 得 到 OA" Br CS, AGITUR 
A*4-B* Ot m, (3.80) 
以 45 B*, O° 为 三 角 ， 可 以 作 一 个 新 的 锐角 三 角形 ABC, 
当然 这 样 的 新 三 角形 有 无 数 个 , 但 它们 彼此 都 是 相似 的 . 
对 于 锐角 AABO, 利用 例 12 中 的 不 等 式 , 应 当 有 
cos A* + eos B* -}- cos C* 
>2 (cos A* cos B* 4-cos B* cos O* 
十 c0g O* cos A"). (3.81) 
TERI (3.79), 有 


:A,B,.. 0 Aa D 
sin 本 --sin 5 +sin 5 >2(sin 4 sin P 
sin P. sin C sin C sin 4) > 
tsin sin >+ sin sin (3.83) 
HEPER.) m=i), SUTRIEUEESI 
4 B C g 3 9 Q 
sin 5 rsin rsin < <3sin ng. (3.83) 


结合 (3.82) 和 (3.83)， 有 


e 01 e 


A B, B o C A< 3 
S ns me 二 < in 二 Z 
i in rsin 5 sin Tsing sin zS 


项 在 证 前 一 个 不 等 式 ， 不 失 一 - 假定 A2>B>0, 


moyo w pel -1 
ua PE 9 oy (B- O) Ux A, 


1 MEI 
Q«c-B 0) 2 
TO Gig A. 
sin A (sin B -sin 2) sin B sin c 
2NV 2! 2 2 2 


=2sin i sin E(B --C)cos + (B . O) 


if ly 1 1 
一 .| — eos - --0)-F-cos —- (B — J 
+ zl os g (B ) -teos zB 9)| 


-2sin 4 sin ta- . A)cos iO ©) 
十 可 | oa LO- Oj- sin £] 
>2sin > sin nl - Acos d S (eos £ - sin 4] 
Y sin EC cos? i — 2 gin £ COS £) 
+2 (cos —- SIn >) 
= 2. sin A (eos £ --1-sin 2) 
CI 一 sin + 
= y? cos 4 ios $ sin 3 


e 02 。 


m LN rS 
(i 2sin i 2r] LE 


/ » 29 
A x Ml 4 
CE: PESE 则 ccs o7 Sn 5, 
又 由 于 fot, sin 7! 1, HJ 


2S v 1 
: 一 一 P (3.85) 


例 13 证 明 中 的 角度 的 变换 是 很 有 意义 的 ， 例 如 在 
AABO 中 ,利用 本 节 例 2 的 结果 , 应 有 
2(ete Á*-Fctig B* --ctg C*) 
Z»ese A* -- cg D* -- ese O". (3.88) 
利用 (3.79)， 有 一 个 新 的 三 角 不 等 式 , 在 A ABO 中 ， 


A B O " A 
2(tg > + tg 3 r te =< 3)> soc F 


-H see B -F5eo 0 , (8.87) 


例 14 在 锐角 A ABO nn RHE: 


cos À cos B+ cos B cos C + co C ecs A. 
1 
— 2eos A cos Ë eos C « —, 


证 明 不 妨 设 ALDBLBO, HA 


c Í 
$ «AS COSA <cos L— = — 
9” scos g =y. 
cos À cos E + cos B cos O +- cos C cos A 
— 2 cos A cos B cog C 


= cos A (cos B-+-cos C) --cos B ceosO(1— 2cos A) 


ae 03 » 


-acos À cos; GB C)eos s; (B -0) 
rga [cos(B+0) --cos( B —C)1 
=<2 cos À snád r (1 — 2cos A) (1 — cos A) 


=2eos Asin% + -la- 3cos A+2 cos? À) 


= -cos À (sos A--2 sin 一 3) 
-la eos A (1- 2sin* 2s y) 
pma ass: $-3)e3 
2 1 2A lagn 
E In 2sin?- d x >2 2sin 2 ° = 2 gin 5). 
(3.88; 
例 二 的 证 明 方法 酷似 上 例 的 估计 下 界 的 方 ik. 国定 


个 角 , 例如 A, 然后 逐步 消去 B.O 两 角 ， 这 种 方 法 很 基本 ,也 
运用 这 种 方法 要 有 一 定 的 耐心 和 能 力 ， A IBBCRWOXED SS 
€. 


pli. dT , WD HEI JL Jf Aš SE 
X. 

例 15 在 锐角 AABO nm, 求证 ， 

(1) eos? 4-Fcos B+ cos? C + eos A cos B 


9 
A ` ð 
+ eus B eos O -+eos C cos A <. 


2 
(2) cos A--cos B-rcos C 
>2(sin A sin Ba sin 5 sin sinc. sin = s 
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(8) cos 3(B-0) -reo 10 -4)+cos 二 (4 万) 


«cos A---cos B + oos C --sin sin 2 +sin L 


<3, 
证 明 (D) 
cos? A -1-cos2 B 4- cos? C -- cos À cos B 
-- eos B cos O + cos O cos A 
- (14-08 24) +- (10082 B) + 1 (1--e0520) 
-rcos Á cos B + cos B cos O -+ cos C cos A 
= + -4 (cos 2.4-F-cos 2B+cos 20 + cos A eos B 


-+ eos B eos C + cos C cos A 


-244 gC —1—4cos Acos B eos O) 


sons B+ cos B eos O + eos O cos A 
= 1 -+ (cos A cos B + cos B cos C +cos C cos À 


— 2 cos 4 cos B cos 0)«3. (8.89; 


(2) 利用 角度 的 变换 (3.79), 在 锐角 AABO tE, 利用 . 
上 述 已 证 不 等 式 ,应当 有 
cos? A* 4- cos? B* + eog2 C* -+ cos A* eos B* 


+ cos B* cos C* -i- cos O* cos A<. (8.90) 
于 是 , 利用 (3.79), 可 以 得 到 
Sin? Asin? 号 十 sin G+ sin sin — 
+sin Z sin Ç+ sin Ss i n4«. (3.91) 


«05 。 


Cos À -+ cos B + cos O - s (sin 4 sin 2 


. B., Q0 nO 4) 
+sin sin 可 二 sin 可 sin 


oÁ ( . 2) ( : eZ) 
=[1 — — — 2 sin? -一 — 2 gin? -一 
( 2 sin 3E 1-2si 5 +({1—2si 5 


Y 
一 2(sin Asin B 上 sin 卫 sin C s n C. sin 4) 


2 2 2 2 2 
—23 ofan? Á aua? D suas C aua Aus D 
3 2(sin 3 1 sin Š Hsin 5 rsin g Sin 
B. O OQO., A 
+sin " sin E +sin 5 sin A yo 
(利用 (3.91). (3.92) 
所 以 ,我 们 有 
eos À + cos B + cos 
ol A. B . B. OC, . 0C. A 
zx (sin EI sin P + sin sin > + sin sin 2). 
(3.93) 
(8) 从 本 节 不 等 式 (3.7) 和 (3.83), 有 
cos A - cos B+cos O-+sin £+ sin .-esin C 
3 3 
<t. (8.94) 


qi 


， ， OO 
cos À -- cos B -- cos C -- sin 4 ind rsin 


- [cos L (B— 0) eos T (O A)+eos (A B) 
; 1 lip g 
= cos A 4-cos B+0080 4- [eos 3 (8-0) — eos + (B — O) | 
1 ly 
+ [eos (0 4) -cos 二 (OC 4)] 
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+ [eos 3 (A+ B) -eos $ (4- DI 


= c08 Á -- coa B -- cog O 
s. B. O 0, A . A. B) 
— €) I md 二 — |- z 二 
2(sin P sin 9 十 Sin E sin 9 + Sin 3 sin 2 
ZO G.93)). (3.957 


15516 # AABO 中 ,求证 ， 
cos -L (B - O) +eos to- A)+eos 3 (A — B) 


< 


^3 (cos £ oos Ë Leos 2). 
证 明 利用 (3.79) 角 度 变换 的 技巧 , 有 
cos t(B-0) 十 cog to - 4) +eos ia : B) 


= cos(O* — B*) --cos(.A* - 0*) --cos( B* — A*) 
= (cos B* cos C* -- eos A* cos C* + cos A* cos B*) 
+ (sin B" gin O* -- sin A* sinO" -- sin A* sin D* 3 
-i (eos A* 4-cos B* -- eos O*)? 
一 L Ceos? A" 4- cos? B* + cos *C*) 
^ (sin A"-rsin B° sin O") 
_ E (sin? A* +- sin? B* -- sin? O*) 
= J (cos A' +008 B" eos 0*)* 
loo rn rev 8 N 
+ (sin A +sin B'-- sin O*) -5 (8.96) 


谈 者 都 知道 ,在 AABO’ 中 ， 


e 97 < 


cos A* + cos B* -- cos O* 
_ .. À . B* . © 
=1+4sin — sin sin —. (3.97) 
sin A*+sin B*-- sinO* 
A* B* G* 


=4cos— cos 75- C08 —, (9.98) 
a — Asin È sin 2 sin 
2 2 2? 

y = 4cos 分 cos 3 cos =z, (3.99) 


M (8.5) 知道 0<z< 去 , A (8.1) f 3-08), 有 ym 

显然 地 , 由 于 ALBO 是 锐角 三 角形 , 我 们 有 

sin A* -+ sin B* 4- sin C* — sin? A* 4- sin? B* 4- sin? O* 
-2 (N,(3.10), (3.100) 

于 是 y>2. 

把 以 上 结果 用 到 (3.96), 有 

cos P -0)-+cos (0 — 4) «cos (A - B) 

3 


=L 2} ly Š 1 
9 (1-42) +> > (3.101) 
而 | 
cos Á teos Ë -pcos £ =sin A*+sin B' +-sin O* =y, 
(3.102) 
所 以 , 我 们 有 


eos $(B-0) cos 40-4) j-cos ZA - B) 


-—- A peos E £) 
Z cos g * os 5 008 2 


-—98 = 


2 
Jg” 


-eeo tmo) 


1 2,15 8 
Z l+). 


<0 ( 利用 0< < 2-y« S 8), (3.103% 


下 面 我 们 再 举 四 个 例题 , 它们 风格 各 不 相同 , 读者 可 以 从 
中 受到 一 些 启示 . 


B17 BA OKEI), Hos, BA 


n>8, sif, 21 sin* 9< +. 
$21 


证 明 > sin? 0,= L3 (1—cos20,) 
ex i=1 
= P. — $3528, (3.1045 


XE w20,—2m, 
t=1 
当 n 之 4 时 ， 则 在 20i 20a, e, 20, 中 一 定 有 两 个 ,不妨 
设 为 291，20s, 20,+20,<x, 0,-r0;<%. PARZ EE 
|o. $ nem e 838, 我 们 有 有 
cos (0, -- 0.) «zeog (0, - 04), 
FE 
eos2(0,--0,) +1 — 2cos?(04 +02) 
<2 eos(0, 4-05)cos (04 — 05) 
= cos20, + cos20,, (3 . 105y 
用 2(0:--0:) 5 0 WARRE 201, 20,, J.(3.105) fI (3.104). 
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TURA S ein? 6, 的 值 增 大 了 ， 不 断 重复 上 述 蔡 代 方法 ， 不 
WAK 2 sins 0, 的 值 ， 因 此 ,有 


> sin *0, «:sin? 01 J- sin?0; -- sin?05 . (3.106) 
这 里 01--05--05— m. JA (3.9) f (3.100, EE EL l 
sin? 01 + sin?02 -- sin? 915. (3.107) 
:这 样 例 17 就 得 到 了 证 明 . 


例 18 对 于 wz 和 的 一 切实 数值 , 求证 . 


l^ Jane 09ccsnacti 1 /wm 
34 V 7)< Z TacOSm l ` s BA 


证 明 令 z i 
c*--csina-- 
c? 4-m eos a - 1 * (3.108) 


出 于 计 (4-M7)<1< 计 (4+VT)， 因 而 只 考虑 yz*1 情 
d. AER, 

(y—1)s?--(ycosa - sina)z--(y -1)—0, (3.109) 
BHrPoiSOR, BXRXCToedE—75— UO PRAE IARE 
负 , 因而 有 

(y cosa - sina)? - 4(y — 15220, (3.110) 


y-— 


”从 上 式 , 有 
_ (4—cos?a)y^-- (sin2a—8)y--4 -sin?a«0, (3.111) 
TT 4- cos'a3, 因而 y 的 值 在 一 元 二 次 方程 
(4 —co8?0)g?-- (sin2a—8)g--4—sin?a—0 (3.112) 
网 两 个 根 之 间 . . 
《83.112) 可 以 因 式 分 解 为 
* 100. 


[(24-e080)y -(2--sine)] 


*[(2 - co08a)y — (2. sina)] =0. (3.113; 
2--sina  2-sina« 
Br EI (3. 112) 的 两 个 根 分 别 是 2. eosa’ 2— cosa: 
Z 
:sm& 《同时 取 十 号 或 同时 取 - SO. GUD 
+cosa 
于 是 ， 
2z-42c608a-—2-Fsina, 
-czeosocFsinea--2(l- z), (3.115? 
| E2cosoEsina| < 22+1 , (8.116) 
AG .116) $0 (9.115), 有 
A(1-s)*«s?--1 (3.117) 
展开 后 , 可 以 得 到 n 
32?—82z4-3«0 (3.1183 


pp 
a[5- 7 D] eg vo]. G.u9 
那么 ， | 
La- UD)«s RT), (3.120) 
从 而 , 有 
la V7)<y< 间 4+VT). (3.121) 


din 19 X sin g+ Asin? mcos? z+ cos? e 的 最 大 值 与 最 


小 值 ， 这 里 常数 AD, 


y = sin19 w+ A sin?» cos? v +008" z 


| [f1—00822 Y (12a A ng 
-[( ) «C23 Je tne 


2 


- (24-20 cos22 z 4-10 cost 22) +4- cos22 z) 


| 101. 


i 


-最 大 值 


EDEN 
= [cos? 2e+(1-2 A A) + dg a+44) 
0-5 A) 
= 5 eee 一 $ 4)] 
Z ao- A)- 1, (3.122) 


4* 
UDTHHCADO, 3541-2 A< 1, 当 eosz3z=0 时 ，y 和 有 


5/(, 2,,4 1 1 
Pa- 4) + 00-0 -l-4:0444). 
当 c08?2 —1 B], y 有 最 小 值 
5 ° A 1 
156-5 4) + 0 - (XT 
当 常 数 4<5 情况 又 怎样 呢 ? 4D RHERIREAR - 


F. 
9120 任 给 13 个 不 同 的 实数 aus as +, Gis, 求证 ; 其 中 


至 少 存在 两 个 不 同 实数 w，w(1<i<j<13)， 满 足下 述 不 等 


. 2-8 
- 0<— HÀ. — 
X iar 2+./ 8° 
证 明 
1— cos Z — 
ipm — E- y3 (8.193) 
1-Feos 7 2-4/8 


Ss a, …， ms 是 了 3 个 不 同 的 实数 ， 令 a= te 0,(1<Ë<13), 


* 022 


-Z cT ERKEL- T. SD es dr R 12 ea 
sae hee -£].-—.($. 
fs] ye 5). par 3 8009. mast 
次 个 名 OOOK. FE R 
0<9:-0;<-73. (8.124) 


menma yos cau atio, 从 而 有 


"mar: 
tg- tgh; _ t-t E 


出 于 tg(0,-0)=- Tie 0 tg 0; 1-4-2;0; 
2 一 /3 . (3.125) 


Gi— 0 


0<— < 
Ltd; ENEN 


— 


M 


1. Æt A ABO 中 ,求证 : i 
2«4/ sin A +y sln B + 4/ sin Ç «s ($5. 
(提示 : 利用 V sin 4 十 V sin B 4-A//sinQ >sin A+ sin B +sinC 
fug df (2) e -vV z (2 0) E ae) 
&. 在 锐角 A ABC 中 ,求证 : 


(1) sin2 A+sin2 B+ sin 2C <— 3、 3 


tl 


1 A B C 3 
(2) — <cos — cos —— 08 — < Š, 8. 
(GR RI f = —sinz(0<zr<s a) e ERA. 
. eo as aan A wx Dens C. 
sin A -- sin B+ sin — 4cos —- cos =y COS T 


AUTO, TUB 
C 
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Jf H.GE E (2. 100) fa (3.1), ) 
8. 7E & ABC 中 ,求证 : 
(1) sin A+sin B--sin Cz 1sin Á sin B sin Ç, 


] . ñ H 
(2 S <sin2 = L. sin? 3 4 sin” us «1, 


Qu OG) 利用 习题 2 的 提示 及 (3 5). (25 利用 


sin2 A gin? B sin? L. =1-2sin A E sin C. 
Z 2 ; 2 3 PE 
4. Æ A ABC kana 
c /3 
1 志方 ES — x2 
(1) tg tg. tg 3 97 
(2) ctg? teg 三 ctg? C >9 
(3) ese £ tes FPE 
m A B B C [6] A 
LEL 了 za ro — fe -— + tr — oœ — -te —t —=1 
(提示 : () UB g tg Torte Hte tec M 


AgmGa, (2) 利 图 第 一 节 不 符 式 (1.66) 及 本 节 例 1，(3) GRE 
— (1.81), ) 
d ¿APG i, dts 
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(1) etg» — £ 二 一 十 etg^ —- Ba ctg” E ui 


(2) tg* adn = ig^ —- Z QE n EARR.) 
(提示 : T 和 ya. 65), RE B 1.) 


6. 在 /4BC 中 , 求 订 ， . 
ctg -| etg B- ctgO — 3 ctg Actg B dgOm V3. 


Gus PISIL) 


7. Z A ABO 中 ,求证 : 
sin A4-sin B 4-sinCz»sin 2 A4-sin 2 B4 sin 2C, 


z 2 2 


(BR: sin A+ sin B+sin C = £4 cos £ cos B oos £, 
sin2 A+sin2B+sin 20=4sin Asin Bsin 2. HAM (3.5). ) 


» 104» 


^b 


^s 


18. 


16. 


17. 


.在 锐角 AABO 中 ,求证 : 


B C B 


. À .. . 2 a A, 2 a 
sin — + Sin —- 十 Sin — ) 6087 — + Cost —- 4- cos“ 
2 


p) à 3 
(提示 : 利用 例 150.) 


2 


C 
E 


在 A ABO h, BA AC 上 的 中 线 BD 与 ABIE KIP RCE HH 


pA 
mI, KH: etg B+ etg O7. 
(提示 secte E RUE BO 上 的 高 AK, ) 


六 是 自然 数 ,4 是 实数 ,求证 ; [sin zz| n |sin «|, 


(提示 : 用 数学 归纳 法 . ) 


. RBS, 5 是 实数 ,求证 : 


[eos b cos « — cos na cos b | < (5 — 1) [cosa — cos]. 


《提示 : 想 办 法 利用 上 z.) 
Y 为 锐角 ; 求证 : 

4tg c4 Idg 272 36, 
(提示 : Xb2iga-d-2tg z--9 ctg? a 利用 Asz a, ) 
n 是 自然 数 , 求证 91-n<sin°n wt cos?" s «1, 
(提示 : 利用 第 一 节 不 等 式 (1.65). ) 


i-sinz 


. 0a o: doses ctg z. 


(提示 ， 利 用 sins-ccos a 和 sin z-- cos 27 1.) 


" ... gSin5z--cos357 . J 
cpap duy SS eyi, 


sin4 ceos 4 s 


sin 5a eos3 t _ y 
ig 二 一 一 一 一 一 = SIN z-T cos z, ) 
(st. 先 证 本 sin4z--cos£z 

. a+bsin s HSpIE M amu 
求 一 paces 的 下 :大 值 与 最 小 值 ， 这 里 6 是 正常 数 ， 


a+be 

> b]; z 是 实数 . 

(提示 ， 参 考 例 18. ) 

z 为 实数 ,0， B Z TAM, RIE: 


2—2 z cos a+ 1 
z — Dz eos 8 + 1 


b 是 常 歼 是 4 
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18. 


20. 


in cos? Z 
sin? — os? — 
2 2 N 
Mp i — x. 
sin? -y cos? — 


Qum, 2260115.) 


T 求证 3? ; Sin v2 
0a, RHE: 008 a-Fxsins«3., 


(提示 ， 利 用 e sine, 注意 x<2,》 


om, n 是 两 个 自然 数 ,求证 : 


1 

Sin" cos” < . 

xx Mica RE: ARED 
任 给 n ARERR ob Gs, ro Ga, E Un 4, CHE: 

MIT E 

存在 两 个 不 同 的 实数 as as WETEA 
a,—0j 
l+a,a; 
(提示 : 参考 例 AO, ) 


0 一 


x 
CE. 


~ 106 o 


四 XRADASEGXIBSOT t JLI] HH 


本 节 是 讲 Jensen 不 等 式 在 平面 几何 方面 的 广泛 应 用 .为 
TARW, 我 们 约定 ; 在 AABO 中 , A. B. O 表示 三 个 内盘， 
角 A.B. O 所 对 应 的 边 长 分 别 用 a. b. o 表示 .三 角形 面积 用 
s KI, AABO WERKEN p, i 


p= (a+ b+ o). 


s=vplp—a) (p-d) 0). 
ha ba 大 分 别 表示 边 a, b, e EWB, Mao Mr mw 分 别 表示 
Wa, b, e ERP. to d te DIERA b. e 上 的 内 角 
平分 线 ，A4BO 的 外 接 加 半径 为 R, AABO 的 内 切 圆 半 径 
Ar, BG 


abc —— 
"Ag P. 
例 工 # A ABO 中 ,求证 : 
6V 3r<akb+oÍ<s3s/ 8 R. 
证 明 a+bte=2R(sin À +sin B +sin O) 
3⁄5 cus 
«2n 2372 (GR RR cr (3.10) 


—34/8 R, (4.1) 


8 


另外 ， 
abo _ (a-- b 4- c)? 
T 2s 
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AR°(sin A-+sin B rsin C)? 
4R*sin Asin Bsin G 


a 4 H PAX 
4n (a COS — COS .. COS 4) 


af. AL B. C A H Q^ 
2H* — — 一 :一 * 一 一 S -一 - S — 
832R (sin 5 sin 5 sin ){eos cos 7 cos 5) 


5 
=2ctg 4 ctg £ ctg CENE 


《利用 第 三 节 例 1, 注意 (G3.23)). (4.2) 
从 例 1, 我 们 可 以 得 到 一 个 基本 不 等 式 zer 
例 2 在 和 人 4BC 中 ,求证 ， 
4V 3s<30V/abe(b+e—a)(e+a-— b) (ab — e) 
<a(b+e- 0 -tobe - b) + e(a+b- e) 


< Sabe — «Cab 4- be-- ca a?-- b? +e, 
à bc 


证 明 HFa bma, 05:250 P- a> 2es, == 
式 相 加 后 乘 以 Z, 有 
a? +b eab -tbe tca, . (4.3) 
(a 4-b -- €) (ab 4- be t ea) 


= Bube- abc (e + 2) + (2 + £) + (z + £) 


z3abe-4-6abe CR] FH] 3 4° A 290.) = 9abo, (4.4) 
TE, 我 们 有 
ab tbot cas — 200 _ (4.5) 
' a+ b+o ° 
令 
p-a-a,p-b-y,p-o-t, (4.6) 


HFa, b, 6 是 AABO 的 三 边 的 长 ， 
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p= (a--b-4-c), 
ft BA 270, y>0, £70, c-F-y--t-— p, 
&—p—ae, b-p—y, e-p-z, 
abo — (a-- b -- e) [a (b-t-e— a) -b(c--a—0) -elo +b ey] 
—-9(p-z)(p—-y (p-9-—2p[2(p-2)22(p—y)y 
+2(p- 2)z] 
= 9p(z +yz tzes) — 9zys — 4p p? — (22-7 y? 4-22)] 
= 4p(z T yt z)?--p(ay-k ys zz) — 9wyz - Ap? 
= p(ay-- ye- 22) — 9ayz 
2 (3 aye) (V/v) -9ryz (利用 As, p= zy 
+g) 


= 9gyz — 9zyz=0, (E.T) 
所 以 ,我 们 有 
9abe 
a(b--e- a) b(e--a- b) d-e(a- b - ay < atbic 
(4.8, 


利用 As Gs, 立刻 有 
e(b-ro-a)+b(e+a- b)+e(a+b- e) 


z34/abe(b te-a) leta- 0) (&--b - e) , (4.9: 
本 例 还 剩 下 最 后 一 个 不 等 式 要 证 明 . 读者 都 知道 ， 

qbe= 8R2sin Asin P sin (4.10) 

s= 2R? sin Asin D sin O. (4.11; 

那么 ， 
8sp 3 
abc — 4Hsz- =s CHIHI SI 1). (4.12) 
ON ð 


利用 (4.12), 我 们 有 
SV abe(b--c - a) (ota - b) (a4-b - c) 
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—6v/abe(p-a)(p-b)(p-e) 
>4./ 33Xsp(p-a)p-b)(p-e)-4«/ 8s, (4.15) 
例 2 RER, fE BI SR E, a? b9+ 4 8s 是 一 个 著名 
的 不 等 式 ， 请 读者 给 这 个 不 等 式 一 个 直接 的 证 明 . 
(4.6) 是 一 个 非常 有 用 的 变换 公式 , 利用 它 ,可 以 使 基 些 
问题 变 得 简单 ， 
例 8 Æ AABO 中 ,求证 : 
(D a2(b+e-a)+b'(e+a- b) t (a b - e) x3abo, 
o 1l 2 (ac b)(b--e)(o-a 8 
G) x IE Le 
证 明 O 在 变换 (4.6) 下 ,我 们 有 
abe= (y 2) (24-2) (24- y) 
P8. yu z Scy (利用 3 个 As 之 Qi,) 
= 8zyz— 8(p -a)(p- b)(p- e) 
—(b4e-a)(ace-b)(atb-o), 
=a (b-c - a) +L? (e4-a — b)+ e? (ab - e) -- 2abo, 
(4.14) 


于 是 , 我们 有 (D. 
(2) 在 变换 (4.6) 下 , 我 们 可 以 看 到 


(a--b)(b+e)(e+a)= (p+z2)(p+2)(p+g) 
=p p -ryaz) d pleyt yz 22) + ayz 
= 2p9-E- plwy +yz+ 22) - eyz 


>2p = (a bo), (4.15) 
另 一 方面 , 我 们 有 
oytyst+dp< 读 CE ligi, (4.16) 
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ay (= ) =. (4.17) 


3 
于 是 ， 
(a--b) (+e) (eta) =2p + pley t ys zz) Heyz 
| 1 1 64 
9 3 二 3.4.5. —. 3.—- 3 
«x tgp tar? wt 
- (a-- b + e), (4.18) 


pja dk AABO 中 ,求证 : 
2132 ao 99 , abe 
a? tore 235 (y 4-88), 
证 明 利用 第 一 节 公 式 (1.66), 我 们 有 


gez d (ad beo 一 +” 
36 p (ey 1 
. 85 E T | 


peu 


> 96 (py + be )( 利 用 A> 0a). 
P 


(4.19) 
例 5 Z A ABO 中 ,求证 : 
(1) a+b teat A 3s (b - c)? (e-a)? (a b). 


是， 
2 
DE 
证 明 (D 明显 地 ,我 们 有 
gh 4- bec - (b - 0) — (o - a)? — (a - b)* 
—O9(bo--ca-- ab) 一 (a? -- 03 -- c^) 
.111. 


=a(b+a - aq)+b(e--q 5) tr e(a4-b — o) 
T4 /3s( 利 用 例 2 ) (4.20) 
(2) 由 于 


CDHG DG Js aa. 


那么 ,有 


l 1 d.d EXE! 99. 
qr à ab + bo tow (4.92; 
而 
1 1,1 abro 
ab ' bo ^ ea ^ — abo 
«2377 M Rag 2). (4.23) 


FIN (4.22) 50 (4.23), 我 们 有 
L 2 -Í 1 1 3/8 


2 € ` 
ab be Oo STF LT tg (4.24) 


1 1 
两 边 同 吉 上 m UE 5 到 ,并 且 通 过 移 项 , 可 以 看 到 


+ 1 1 

c gt 

3V3 /1 lx 44 T\ ⁄1 Tss 

< 人 o) i). 
(4.25; 


例 6 EA An Aa AVR 三 个 正 实数 ， 在 AALO 中 ， 求 . 
证 ; 


2 Às 29 ^8 
(D ein BE s» PX ` 2S 
a À, 4 Às 4> gs? 
(2) Lu "RR b turu’ = . 
证 明 (1) $ 
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. 入 2 入 , À 2 
F- 1 2.4. 2 E 3 2 1.26 
q st A1 in A-r Àa 9. ( ) 


AsbAs Ast 
那么 , 我 们 有 
2F + (a? - b* 67) 
- (um " Matha) gs Aot Ag d. dhA -l-A o Dy 
hat As — Macte UAE AtA 


M Àa | As T 和 二 和 je 
Mi Na Ai- 上 和 2 


Ag! 2" a? RR -Àa 中 " CTE „Ae Aat hs a 
E E b ahs ace ) 
M^» AJ Aat Ag a) 
HE Tur 
>2(ab+ae+-be) (利用 3 个 A.>G.), (4.27) 
2Pz2(ab4 bcd ea) - (a? -- b? 4- 6?) 
44 /8sCU CE. 20)). (4.28) 
立即 ,我 们 有 了 之 2、 3s. 
(2) 2&4 CD. S 
e )a a^ m 4p 入 3 A 4 9 
P Aot Aa diver i mthe (4.29) 
:同样 地 , 我 们 可 以 看 到 
2F + (a* 4-55 4- et) 
(M) A Ao a e) Art Ao 4 Arbàs „a 
(ra VADO NAeskA 和 于 和 2 


À 二 Ao bt Ast Aa ) 
十 — 6 
As tAr + À Aa 


>2(a b? +a’? + be). 


从 (4.30), 我 们 有 
2F 2 (ab? + a?c? 4- b) 一 (a*--b*--o*), (4.31) 


(4.90) 
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而 
165—16p(p-a)(p-B)(p o) 
— (at b-Fo) (b.e - a) (ea 0) (a+b — o) 
= [(a--5)? oa 6? — (a - b)2] 
= (a4-b)*e? . es - (a-F b)?(a - 5)? +e (q - b)? 


= 2(a?b?-- b2o2 6g) - (a* +bt+ ct). (4.32 
从 (4.32) 和 (4.31)， 我 们 有 
#>8s (4.33). 
9017 EXX m1, f AABO 中 ,求证 : 


我 们 先 向 读者 介绍 一 个 简单 而 有 用 的 不 TA. 
车 比 FIR (Chebyshev jt, 有 2n 个 实数 An As e, 
As Ba Bo o, Bn 满足 条 件 ， 


AS Age An BiBEeéemBb, 
则 


ABS T AB 
i= 
证 明 显然 ， 


(4; - AJ (B; - Bj) 之 0. (4.34) 
展开 后 , 可 以 得 到 
A Bi- A;B;> A;B; + A;B,. (4.85) 


而 
Bi BIB AB) (nA B. Au) 


3 A,B,--n > A;B; 
i=1 j=1 
=2 Ý A;B, (4.36) 
t=1 


从 (4.36) 和 (4.35), 我 们 有 
. 114. 


-2$ A, 9 B, (4.81) 


i-i j-i 


(4.97) B3 Fl EL ——, 就 得 到 Chebyshev 不 等 式 . 


现在 我 们 来 解决 例 7. 
例 ? 的 证 明 不 妨 设 ambo, 那么 
1 L 1 . 


-二 > mL 
b+e ^ ato a+b’ 
利用 第 一 节 不 等 式 (1.64), RITE 


[B40 + (ato) (a (rp). 
(4.38) 
于 是 ， 
1 1 ` 1 9 as 
buc + a+c a+b > 3G ro) . 00689) 
利用 刚才 证 明 的 Ohebyshev 不 等 式 ,我 们 可 以 得 到 
m 1 » 1 m» 1 
gyo th" wis wis 
mim, m 1 1 , 1 
2a 5" 46 X5 bro xg) 
>( arbre)" 9 _ 
T 3 2(a4-b--c) 
CRUB SEE BI SACRI (4.39)) 
2p 2 m-2 m- 4 
Gora Qn I 


例 8 Z AABO H, IE; 


(1) (R+r)2Z./8s, 
B (eie)! >( 3° 号 ) . 
V 3 abe 


(4) 9 R22 A/ 8 s, 


证 明 (D ANL 我 们 知道 R> 5. TE, 


sia YY (4n 
众所周知 
s'—p(p-a)(p- b)(p--o) 
«r|gUp e) b+ o1) 


(3) R> 


4 
=. (4.42) 
是 ,我 们 有 
p>3MV Ss, 
从 (4.41) 和 (4.42), 可 以 得 到 
Ut c c)! / pls? 33s — /Ts (4.43) 


(2) 读者 知道 ， 
abc 一 4Rz( 利 用 例 2 中 (4.142) 的 前 一 个 等 式 )、 (4.4 
顺便 说 一 下 ,希望 读者 能 牢记 例 2 及 其 证 明 . 


那么 ， 
Ju a Teer AAD 
ET (利用 Aa Ga) 
= (aba), (4.45) 
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A 3 
(abe)? > p (4,45) 
(abe) (5 g^ 
(3) 从 例 2, 我 们 有 
a2-- 13 c4 88, (4.41) 
于 是 ， 
Ra V pe) AS Ts — “Saba M (4.44). 
(4.48) 
这 就 是 (3) 所 要 证 明 的 . 
(4) 9rRp— 9fis- M3 S8s(34/8 R)z24/8sp, (4.29) 
上 式 两 边 同 乘 以 " ti ` 
9rR>2 v 8s, (4.50) 


例 8 中 4 个 不 等 式 虽 然 简单 , 但 很 有 趣 ， Wr pA e Rie. 
例 9 f 中 ,求证 : 
l (i n 1 NE 
rR <š 3] ^ a” +r ] 
证 明 N. e ARs 那么 
1 2p _a+tbte „4, t 1 


J 


2rR abe abo bc | ac | ab 
«l(LereL) oma man., 


可 以 知道 
tdl 


a NE c 


1 1 1 
— +—+— +—=< 
ab bo ae ` 


s o em h e 25a) 就 得 上 述 不 等 式 ，) 
2 
b? 


+ 


«eget de CUBA ORAE OL 60). 
(4.51) 
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现在 证 明 最 后 一 个 不 等 式 ， 利 用 <A, RIA 
(p-a) (p-b) <|- £2. * (Cp b) Dp. e 


" (4.52; 
^. 


had 


1 ) 
OD eem 


c 


RH, 我们 有 


1 1 1 1 
a^ -b)(p- o) d ^ 3X (-3)p-3 ' 
(4.54) 
3 Z 4 365848, 有 
1 1 J _1 
wor wA 


1 " 1 
(p-b)p-e) ` (p ~a) (p-e) 
1 1 
| 


工 
GO)+( 0 十 (2-o)] 


- — D 
4p -a)(p- b)(p- o) 


Ez (AH rp), (4.85) 


9510 Z AABO m, O 
A AABO 所 在 平面 上 一 点 ， 
(a 5)0Q 4- (b-c)0A 
T (gt+e)OB 
2288, 
证 明 fE OD LAB, OE 
LBC, OF | 40, TESIA D.E P(B] 4), 
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CA- /OD*3- DA? , 
0B- VOD X DB. 
利 忆 第 一 节 不 等 式 (1.12), 我 们 有 
0A--0B»-/(20DY--(DAT DB)? 
上 式 两 边 同 乘 以 AB 的 长 度 , 有 


c(044-0B) » /OS0DE Te (DA DB. 


由 于 
e|OD=28_oan, 
这 里 SAo4 表示 AOAB 的 面积 , 
显然， 
DA+DB>o., 
Hi (4.59) :8(4.60) A (4.58), 我 们 有 
e(0A-4-OB) >v (4s oan) t 65, 
同 理 , 有 
a(0B-t00) >V srono) Has, 
b(OA-4-OO)z A snoa) TO, 
上 述 三 个 不 等 式 相 加 ,有 
(a+ b)OO--(b--e)OA4- (a+ e)OB 
>N (As.oAn) T € +V (d. one) Ha 
+ (48.046)? -- b* 


2 16(s;oAn--Saoncd $5904c)^- (a*4- b*a- e?)? 


《利用 第 二 节 不 等 式 (2.94)) 


之 /16s2 十 (4V 85)?( 利 用 S-oan -Ssopct S040 


>s, fll atb? + e2224,/ 3 s) = 8s. 
例 11 Æ A ABC 中 ,求证 : 


(1) abcABO > Ea rs, 


(4.56; 
(4.515. 
(4.53) 


(4.59; 


(4.60; 
(4.61) 


(4.63) 
(4.63) 


(4.64) 
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(2) (m — A) (m - B)(z - O)uboz- (en. Pr yep. 


证 明 (D 首先， 我 们 要 建立 一 个 有 关 7, 五 的 便 等 式 . 
一 方面 ， 


- T (a+bto)r= Rr(sin 4+sin B--sin O) 


4 B C 
= 4Rr cos Z cos 之 cos — 
r eos — g 008. 


另 一 方面 , 我 们 知道 一 2R?sin Asin Bsin O, TS 育 


r=4Rsin 4 sin P sin e. (4.66) 


(4.65) 


(4.66) FERM. 
abc ABO = 4RsABO( 利 用 at ) 
A B 
=s —— d (利用 (4.66)) 


sin — sin B sin 
2 2 


h 
[M 


= 8si — 一 二 — 
sin — sin 一 sin C. 
2 2 2 
OU 7118 
28s|-—S5..| (利用 第 一 节 (1,78)) 
sn | 
6 
D N83 
= (=) rs (4.67) 


(2) (m AG - B) (æ - O)abe 
=4Rs(w - A) (æ - B)(z -- O) 


= 4sp(z - A) (æ ~- B) (z -- os 
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= spor — A) (z - B) (z - O) ps psi 


_ 07 A) - B)(z -0) 
K "ES COS B cos g 
2 2 2 


Bem -— Ga (3 G 9) 
sa( Z- S) JE in(£ z z) 
/ mo 
z8sp Kd CRI AS is (1. 18)) 
8 / 


= Iya Yep, (4.685 
5)]12 7E AABO 中 ,求证 ， 

/8 
(D) Or«, hy E hsc Ye (atb+o); 


~ Í . Í 1 2 
(2) ho hn S URS 
证 明 D 显然 ,我 们 有 


(a4-5b + Oreste roe rer) 
- Sabe(1 ++) 


_ 9eto , 
EN" h 


N fla + hy d ho) 


= 6R (hatha rh. 《利用 abe = 418) 
(4.69) 
从 例 工 我 们 知道 
4 十 7 十 o 和 3v/ 8 R, 
那么 ， 
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hatho thc es (2-92 
EI (a-- 0-0), (4.70) 
另外 , RA 
— 101) 
= (abo (Lx 1) 


20 CGUiB-—1430.60).  QG.TO 


TR, 
ha mer. (4.72) 
1 -1 
D 元 + 元 x 
"a (利用 例 工 的 R27). 
(4.13) 


Bp 13 # AABO 中 ,求证 : 
2 J/Sr(r 3 AR) «a--b4-e «A A(r-C2R) 2E, 
证 明 由 于 s 一 Dr，4BR- 中, 那么, 我们 有 


abe 
p 


= p-a) (p=0) (p o) tabe] 


2 
r(rt4R)e r+ 4Rr= st 


TU - g(a4-b4- e) 4- p(ab - be 4: ea)] 
Ld -boe--ea - p? 
<+ (a+ b-- e)? - P= ZP. (ETH 
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两 端 开 方 ， 2H BREL 24/3, í 
24/3r (r FAR) «ak b-4-c (4.18) 
利用 第 三 节 (3.9) 和 (3.10)， 谈 者 容 PDT H, # AABO 
中 ， 
a? 4- 0?-E 6 — 4 RP (sin ?^A 4- sin ^B E sin ^0) «9 I7. 
(4.16) 
Ta, 我 们 有 
A(r--2R)?--2 R? —18 R? - 4r (r -AR) 
—18Z2?4- A(ab-F be + ea - p?) 
《利用 (4.74)) 
z2(a?4 b2- 02) -- A(ab 4- boa ea - p?) 
— 2 (a4- b +6)? 402 
-4p* (4.77) 
ERR MITH, t 
a-tbteS Ar 2R)--2RP ， (4.78) 
关于 AABO 的 内 角 平 分 线 如 b to 我 们 有 下 述 包 个 基 
本 的 不 等 式 . 
514 在 A4B8C 中, 求证， —— 


27 8 27 
(1) IDE TPR lys ES EI abe < 8 


(2) Or«ct,-b--t < NS Ea x p 


RŠ, 


, 


(3) (fh b) < (abbe Lea); 


| (4) uim e) " MA a) 4 Mp b) <35 
(b) RHEE erp (AR 4-7), 
在 证 明 例 14 之前， 我 们 先 推导 AABO 的 内 有 角 平 分 线 的 
一 组 基本 公式 ， 它 是 解决 问题 的 一 个 关键 . 
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在 AABO rn, AD 是 角 4 的 内 角 平 分 线 ( 图 5). 


读者 都 知道 . 
b OD 
那么 ， 
b+c OD+BD a 
e BD | Bb: 
E 换 名 话说 
ae 
BD- 3 (4.80) 
此 外 , 由 余弦 定理 , 我 们 有 
_ i (p20 0 
eos A = 3b (b?--c? — a?), 
TA, 
sin? 4-i — (1 -eos A) = 2 - b? - e? a?) 
- 1 
= [a? - (b - e)°] = y; .)(p-o. 
(4.81) 
完全 类 似 , 我 们 有 
cos MALI (14-cos A) = 4 a). (4.82) 
FI, 我 们 知道 
sint D (p a)p-e. (4.83) 
sin? Z=- (p -a)(p. b) (4.84; 
2 ab í . ⁄ 
cos? 2 = -2 (p -b) (4.85) 
2 ac . 


».124 。. 


cos? 2 5o c), (4.88) 
这 些 公式 ,和 希望 读者 能 记 住 。 


现在 我 们 可 以 建立 三 角形 的 内 角 平 分 线 公 式 了 ， 
在 AABD H, HPE EM, RNA 
d BD 
sinB ^. A. (4.81) 


sin — 
2 


因而 ， 
BDsin B 


A 
sin — 
2 


加 一 


-me _ smp 
VEO 8)(p o) 
(利用 (4.80) 和 (4.81)) 

= 2s /be NV 
Gtp Dp o bf VPP e) 

=- = eos $. (A.88) 


bte 2 
1838, 我们 有 


h= 2a ~'p(p-b)= cos £. (4.89) 


2Vab |. 2ab g 4.90 
t= app VP -e. 0) = a+b cos E (4. ) 


(4.88)、(4.89) 和 (4.90) 是 解决 例 14 manu, 对 于 
这 三 个 公式 , 实质 上 只 要 记 住 其 中 一 个 就 可 以 了 . 

例 葵 的 证 明 CD 利用 (4.88)、(4.89) 和 (4.90), 我们 
得 到 


8abe 


llis TDD ro (o a) P. 


Sabe ab 
<s hp a m Cari iVabt. ) 
== ps 
ep b (又 一 次 利用 abo- Rs) 


9/8 3 
ET MOI 


3. n) 


CT - qbo — 34/ 8 R’ sin Asin B sin C 

«Mm T8 (利用 第 三 节 不 等 式 (3.2)) 

27 3 91; 
= P, (4.91. 
另 一 方面 , 我 们 有 


2'Tabc HEX LZ 
io ca Ps (利用 (4.91) 的 第 一 个 等 式 和 本 


27 
515 ARER GITT” >Foro) 
2L RS wd abe=4Rs, ffl a+ bo 2p) 


2 P 
2 . 


(2. 显然 ,我 们 有 
tatty Hih PS NERA E: |H Asz- 0s) 
NE ROG. 92) 


-3 Eu CLER 


=9r. (4.93; 
利用 第 一 节 不 等 式 (1.66), 我 们 有 
‘ 126。 


(tatto 1-5)? 3(82-- do 4-5). (4.94y 


两 端 开 方 , 有 l 
LF h +i S< 9 VETE S. (4.95? 
现在 我 们 证 明 02-7 122-2 p^. 利用 (4.88)、 (4.89) 和 (4.90)， 
# LI 
_ _ Abe = n Aae | 
(b-- e)? pp D+ Tato PO b) 
n 4ab 
' "(ad by p(p-o) 
«p((p-a)--(p-b)--(p-c)] GHI 4bes (6-1 0^ 
等 ) 
=p, (4.96) 
(8) HFP 2/be<b-to, JA (4.88), 有 
ta v/ bo cos A, (4.97). 
[338,78 
ty < A accos 5, ¿L< A/ab cos S. (4.98. 


再 利用 Cau chy 不 等 式 ， 我 们 有 


(154-1 T t) < €z cos A „ac cos A. Vab cos °) 


| 
< (bo-- a0 4- ab) (eos? £ teos? B teos? 2). 
(4.995 


利用 第 三 节 不 等 式 (3.7), 我 们 可 以 看 到 
sin2 £ sin? sin? z 
-t (1- cos A) + 二 (1 — cos B) + 1. (1 - eos O) 

2 2 ' 2 
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9 1 _ 3 
3 3 (cos A 十 cos 召 十 cos O) =+: (4.100) 


那么 ， 
2 4 2 B 20 
< E sin B E 9 
3- (sim 9 sin 3 二 Sin ><. (4.101) 
38 (4.101) 46 .(4.99), SAI 
(5-1 +, )°< D (ab-rbe tea), (4.102) 


(4) 同样 地 , M (4.88). (4. M t.90), 我 们 有 
¿b(p-e)  24/be 


Lo = pge VE a) a) ye Ye ^ pp - b) (p e) 
。 stb __ 
24/ab^/p(p - c) 
... 2e(a4-b)s 
— (be)(a--c)' (4.103) 


T, 可 以 得 到 
tt(p-a) 2a(b+e)s 


ta (a+b) (a+e) ° (4.104) 
teta p-b) _ 2b(a+o)s 
+ (a4-b) (5-0) * (4.108) 


:利用 (4.103)、 (4.104) 和 (4.105) ,立刻 有 
typ 一 0) + tsp -4) + tota(P -b5) 
tc LA Ë 


2s 2 ET 
-Totoro tote) Fb(a+e) 
+e(a+b)°], (4.106) 
3(a4-b) (b+c) (ca) - 2[a(5 -- o)? -- b (a e)? e(a-t- b)2] 
= 8[a(0? e?) 4- b (a? -- €?) 4- e(a? +b?) + 2abc] 
œ 128 。 


—2[a(b*°+ e?) + b(a? E e?) + e(a? + b?) +-6abe] 
=a(b-—- c)?--b (a — e)2+e(a@ - b)220. (4.107) 
APH (4.107), 我 们 可 以 得 到 所 要 证 明 的 不 等 式 . 
(5) 从 (4.88), 我 们 容易 看 到 
VPCD-4) GHDH 2//be<b+e), — (4.108) 
同时 , M (4.89) 和 (4.90), 有 
b<./p(p- b), t< V/p(p- o). (4.1095. 
那么 , 利用 这 些 不 等 式 , 有 
tato + tt L S 
«pgIO-«p-5)--5p-o---o(p- a)l 
= p [3p? — 2p(a-t- b -- e) + (ab 4- bo-t- ca) ] 
= p^ [ (ab --bod- ea) — p°] 
=pr(r+4R) (利用 (4.74))， (4.110). 
515 设 己 为 A4BO 内 
部 一 点 ， 记 PA—e, PB-y, 
PC=z, RE: styrte <a" 
十 b" 十 ce"(n EHRM). 
证 明 如 图 6， 延 长 OP 
AB D, BA, 


b+ AD>OD= =+ PD, 图 6 
PD-r BDzy, 
上 面 两 式 相 加 ,有 
btory+tz, (4.1115 
同 理 , 有 
G43-b2»a--y, ar ezoct 2, (4.112* 
《4.111) 和 和 (4,112) 相 加 ,可 以 得 到 
0 十 DB 十 6D0 十 9 十 2 (4.113): 


9 129 e. 


我 们 不 妨 设 abe ZBPO2>ZA>ZB>zZPBpO TW 
dA, a2, AR, Z APO> ADB>AC>Po4, 则 ?>z 又 从 
ZBPO> ZA> Z0> ZPOB, 
则 ec>2y， 于 是 gc 一 定 比 zy 之 中 任 一 个 大 . 
不 妨 再 设 vy, 其 他 情况 完全 类 似 证 明 . 
(gn — yes (a^i _ y^^ 33a, 
(y^ i-a) (w ty) raya), 
g"(g-Ey -g) sz" 1(a--5-Fe), (4.114) 
上 面 三 个 不 等 式 相 加 , 利用 Holder 不 等 式 , 有 
9 -- 4^ +e’ ag” t- by? ogni 
< (arty) E (asc e)*, (4.115) 
于 是 ,上 式 两 端 n 次 方 , 可 以 得 到 
gh zh ah Dn te, (4.116) 
在 几何 不 等 式 的 内 容 中 ， 有 一 类 是 求 最 大 值 与 最 小 值 的 
问题 .请 看 下 例 : 
例 16 在 锐角 入 4BO rn, RAP, fii BL^- OM" 
AN? 达到 最 小 ,这 里 工 M., N 分 别 是 了 到 BO、0C4、AB 的 
在 解决 这 类 问题 的 时 候 ， 我 们 需要 考 虚 不 等 式 取 等 号 的 
条 件 ， 读 者 肯定 知道 , 凡是 由 第 一 节 定 理 (Jensen 不 等 式 ) 直 
接 推 导出 来 的 不 等 式 ， 等 号 成 立 的 条 件 芷 显然 的 ， 不 言 自 明 
韵 ， 而 由 第 三 节 定理 (加 权 的 Jensen 不等式) 推导 出来 的 ， 
3 TE AST, 凡是 在 加 权 的 不 等 式 中 ， 如 果 pr po, 
ps 全 是 有 理 数 , 这 加 权 的 Jensen. ZR AERE SB Jensen 
不 等 式 的 一 个 简单 推论 ， 所 以 当 po px cs pa 全 是 有 理 数 
和 时, 加权 的 Jensen 不 等 式 取 等 号 , 4 B du zi=zə = e, 
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这 里 的 字母 的 意义 见 第 二 节 定 理 ( 加 权 的 Jensen 不 等 式 ). 
而 当 po ps v5 p. 中 有 无 理 数 时 , ATRIA T PA 
限 这 一 步 又, 则 从 我 们 的 证 明 中 , 不 能 从 加 权 的 Jensen 不 等 
式 取 等 号 而 推出 由 一 me 一 … 一 om。 因为 取 极 限 后 ， 两 个 不 等 
式 变 为 等 式 , 不 能 推出 原来 的 不 等 式 是 等 式 ， 例 如 
。 工 : i 
i8 2)-5-tm(5- 7), 
你 能 讲 3+ 庆 等 于 3- E 吗 ?当然 , 在 这 里 ,我 只 是 讲 ,用 第 二 
节 的 证 明 方法 不 能 推出 相应 的 结论 . 
用 这 个 原则 来 判断 ,我 们 可 以 得 出 ,到 目前 为 止 的 大 多 数 


不 等 式 取 等 号 的 条 件 . 
例如 Cauchy 不 等 式 
Bee) aam 


它 是 由 Holder PRP, 4 a-B-3 推导 出 来 的 〈 见 第 二 . 
节 例 16), 这 相当 于 加 权 的 Jensen 不 等 式 中 Pi, PP 全 是 去 
的 情况, 那么 等 号 成 立 当 且 仅 当 


Sa _ Z° a Vn >0 
Yı us Yn 
现在 我 们 可 以 来 解决 例 
16 T. 


J 163582 如 图 7, 设 
BL=x, OM =y, AN = z. WE 


^ 


图 7 
OL-a-s, AM=b-y, BN=6-%, 
有 趣 的 大 


TI3Le 


(a - aà)*- (b - y)?-- (e - 2)? 
= (OP?-- PI^) + (AP? - PM?) + (BP? PN?) 
= (OP? - PM?) + (AP? - PN?) + (BP?  PI2) 


cy era, (4.118) 
ERER, A E 
2(ao--by4-cz) — a?-- b+ e? (4.119) 
测 用 Cauchy 不 等 式 ,有 


(az-- by --ez)?« (ot b+o) (aty? +z), — (4.120) 
AJH (4.119), 有 


a^ i (a? HV e), (4.121) 


BID, BIP COM C AN ms ey b HRUE 子 Gh be 
+°), SR SFM B BUS 


QA (4.119) R, A 
2A (a? 4-02 4- e?) — a? Eb? e? (4.122) 


那么 ,~ 喜 ， 这 时 卫 为 锐角 A ABO 的 外 心 . 


对 于 平面 几何 中 的 不 等 式 ， 复 平面 的 一 些 基 本 知识 是 有 
著 的 ,请 看 下 例 . 作 为 本 节 的 一 个 小 搬 曲 .。 

5117. A", B', ORAE AABO 的 边 4, b, 6 上 的 点 ， 
^, b*, CRIER 八 4*B*O* H B'O, A'O", A'D 求 
证 ，a20*0* 十 boa 十 c20*0* 宇 4s2?， (这 里 8 是 AABO 的 面 
$), 

首先 ,我 们 要 证 明 一 个 引 理 . 
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引 理 PÆ AAPON- AC 8), 求证 ， 
PA PB , PB PO 
+ EN — 
a b b @ 
+ PC PA. 
e a 


证 明 W AABO 所 L 
在 平面 为 复 平面 (高斯 BO 2$. .€ 
(Gauss) PH), P 为 原点 . & s 
A. B.O 三 点 所 对 应 的 复数 分 别 记 为 m% B, y 

显然 地 ， 

(ac-?7)(a-B)(8-7) 

-aB(a- B) + &Y(B - y) - ey (a- y). (4.1285 

那么 ， am 


(w-y) E) LN D EO œ) (8-7) 
8 
*G-8 (y-a) 
-Te 


-raB(a 8)] 
=1, (4.124) 
对 等 式 两 边 取 复 数 的 模 , 我 们 有 


! 
| 
| 


v Ba | B-y 


ur His zi 


ye 
>| G 5 (4-5) - -aXB-») 


aß 
+ (y- 8) (v -a) | 
fe 123 e. 


=1. | (4.125) 
RNANA 


B || 8 |. iBg| _PB 2d 
E e 
SS, 
— 7 |l] ov |- PO 
|B-al |a- ! e 
| a | a | PA : 
= Iy- a: (4.127) 
38 (4.126) 81(4.127) RA (4.125), 我 们 有 
PB PO , PO PA PA PB. (4.128) 
b ec e a & b 


RME | 28, 
M (4.128), 显然 有 
aPB-.PO--bPO-PA XM 6PA-PBzabe, — (4.120) 
HI AERA b AABO 5j ACAD WR 4- 5$ Bë Jl 
交 于 B* 和 了 两 点 (图 9). 
Z A+ ZO PB'- x, 
ZO ZAPBD* m, 
` (4.180) 
利用 上 面 两 式 ,我们 有 
ZOPA - 2a — ZOPP 
-ZASPPI 
m 9 -/A4-70, (4430 
BiU B, A', P, O* 四 点 共 阅 ,这 表明 AABO, ACAB 与 
ABOA 三 个 外 接 圆 交 于 一 点 卫 . 
AABO" f) SEO eid Pa, ABO"UA* 的 外 接 圆 闭 
RCM 


fe Re AOA'B* BJP B| 4618 Re, A ABO 的 外 接 
圆 半径 仍 用 REK. 

册 四 个 三 角形 的 正弦 定理 ,有 

æ=2Rsin A, b=2Rsin B, e= 2R sin O. 

a*=2R, sin A, b*=2R;sin B, e*=2R; sin C, (4.132) 
TIE (4.132), 我 们 有 l 

q2b*e* -- b°c*a* + c?a*h* 

= 8E sin Asin B sin O (aR R3 + bR R; + oRGíBS) . 


- 5 (aR,Ro-tbR,Rs+eR1R3), (4.133) 
TUB ILE ECERACTP SA XX — EK. 我们 有 
2R,>PA, 2R;>PB, 2R;>PO, — (4434) 


FIE, K (4.134) X (4.133), 我 们 有 
a?b*c* 十 b?e*a* + eab" 
mg (aPB.PO- bP az, PO+cPA-PB) 
>=- abc (利用 (4.129)) 
= 4s2 (4.135) 

下 面 将 讨论 有 关 三 角形 中 线 的 不 等 式 ， 

# AABO 中 , 4 Wl 8É K AAA ma, m, mo 3 
AABO 的 外 接 圆 于 D*, E, F*, jig AD'- M, BE'— M,, 
CF* — MC 10) 

5J18 # AABO Hh, RIE: 


Q) Mat + M > 2 


3 (abo), 
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证 明 ”我 们 知道 ， 

dm= 2(02-Fo2) - qa, 

4m$— 2 (a? 4-92) — ye, 

4m? — 2(a? +09) .. o2, (4.136; 
那么 

mi 4- mi 十 m? = š (a?-- b30), 
(4.137) 
读者 一 定 知道 
AD. DD* = BD. Do, 

从 而 ,有 
图 10 ma (Ma ma) ~ +a, (4.138) 


= g VETE, 利用 (4.136) 88 (4.138), 我 们 有 


ə 


I 


°| m 


3 
+ aim 


aN 


J- $ 


! 


0 eh) at Loi 2 a 


vi 


~ (a? T? e?) +2 g Ma 


Coj bo a = 


E (4.189). 
Br EJ, 


sy 2 k Ma 4 
M,-2,( + We)>Ap (4.140) 


moda, Mth š qas) 
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了 从 (4.140) 和 (4.14D ,立刻 有 


M.+ M,+ M zk 
= 2 Jai bo, 
Jg mirman GIRLS) 
zL(msbmoeme (利用 Cauchy KER). 


(4.142) 
(2) 同样 由 Uauchy 不 等 式 ,我 们 有 
M, M LM >N b +e 
. 24/8 (a--b--c), — (4.143) 
一 8 


关于 一 个 三 角形 的 高 、 中 线 、 内 角 平分 线 的 互相 比较 , 有 


-下 述 有 趣 的 不 等 式 . 
例 19 xr AABO 中 ,求证 : 


xe 
@ => Dbe i 
(8) ha rm ++ < VÈ 89. 
证 明 D 从 (4. 88) 和 (4.136)， 我 们 有 
mu, (bo) Jo SEA Zi (4.144) 


E mbeJ (bac) a 


显然 ， 
(bto)? -a< (540)? - (b — c)? — &be, (4.145) 
SR k, 
| 0-0? < . 
Abo < +e) — a° ° (4.149) 
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两 边 加 上 上 圭 有 
(bte)? _ 2(Db°-+e2) - a2 


两 端 开 方 ,有 
bte A30 Le) - a2 f 
S = 4.148 
avbe — (bro wc ( ) 
ir 4.148) fA (4.144), dj 
mu (bo) 4,14 
B = die 7 (4,149) 
J (4.149), 读者 一 定 会 写 出 另外 两 个 不 等 式 
mw (ate)? — m... (a+b)? noy 
b d. 7 dao 7 te 一 dab c (4.150) 
(2) 利用 2s— aha 和 公式 (4.32), 我 们 厅 
2boms _ 2abe./2(b*-F c?) 一 a? 
(O+ 0?) ha 4s( b*4- c?) 


— 2abos/ 2(b (bio 05) 一 0 
(D? c?) 2 (a?b* -- ba + c? i (a* -- b*-F e*)" 


(4.151) 
如 果 我 们 能 够 证 明 
4a?b?c? [2 (D? -- 0?) ^ a?] — (02 + 69)? [2 (ab + o 2 + ea?) 
- (a^ 4c bt*--et)] 
>0, (4.152) 
则 移 项 后 ,两 端 开 方 , 并且 结合 (4.151), 有 
2bem, 
LS >l, (4.153) 


这 就 是 要 证 明 的 ， 通 过 直接 计算 ,我 们 可 以 看 到 
4ag2b2°a2|2(b2-- e?) -- a2] 
- (b?-- e?)?[2(a?0? -- b?c? -- e?a?) ~ Cat nd 
= (03-- P) [C92 He) Catt b* + ot) +8000 
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- 2(b°-Fe2)(a°b2-- bša2- o 22] - Abe , 
= (b?4- 8) [a* (D--09) + (ho) (09. 2 oue (pt c9 


— 4a*b?c? 
=a (b? c)? - 2a? (b? - e»)? (9 e) Teu gy 
= (b? — 6)(g 一 7 e2)2>0_ (4.154; 
这 恰 是 我 们 所 需要 的 . 
同 理 , 我 们 还 有 
2 十 62 avs oaa b? z 
(3) 分 两 种 情况 讨论 ， 
(QD 34 a+Db<2e 时 , 令 
a=u+g, b=wu:-- m, (4.156) 
y 
ab — u? —a?, a+ b= 2u, (4.157) 


显然 “>0 e| uo, 又 由 于 ad boo, i 
G 


u> 5. 
利用 (4.90), 我 们 知道 
» 4ab . 
加 一 Taro PP c) 
= Q La (a+ bio) (a+b - e) 


e 
-ab|1 一 -| | 
=G s) (1- )( 利 用 (4.157)) | 
= L ( £ 2 
< -  (#JH] uo), (4.158) 
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2m,— VZH) -a= A/2(u - v)" 263 (wt) 
= V Bu —2)* - 2(Aur e), (4.159) 
2m = Vr) T 
—A/(Su-kz)*-2(4w*—c), (4.160) 
从 第 一 节 , 我 们 知道 了 (2%) = a P (h 是 一 个 正常 数 ) 
是 一 个 凸 函 数 ， 现 在 我 们 来 证 明 
f(s)—---a-h (eh) (4.161) 
也 是 一 个 凸 函 数 ， 当 ova HABI, 


LOEO a RO? - [L erte) r] 


TACE 1). (aza 2], (4.162) 
" 
(a3 — h?) (a3 — h°) — (xwa — h3)*— -MCa — za)" «0, 
(4.163) 


A (4.163) 8(4.162), 我 们 有 


iod 一 了 as - h )</+ (24-25) - h", 


Tg H5: RAHI rse, BW 
HOGERE 
J&— A Ph EC, RE EAER, Rh 
应 用 这 个 结论 于 太 =2(4w? 0)， 那 么 我 们 有 


ma Mw = i (2m + 2M) 
«Ji (Bu — æ -9u-- 2)? - 2(4w? — c?) 
= Nu? + 2c? (4.164) 
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hat Mit iS Mat Myt te 


«vul 96 (4.165) 
而 一 一 一 一 
EE bto) - S (u0), (4.166) 
下 面 我 们 证 明 
Al ut 4-20 4-4 / u? — SY (2u +e), (4.167) 
4 y=, 1<y<2, M4167 KWEMA RWE 
VHE tV -LNV 3 (y+1). (4.168). 
8(y- 1)? - (y t8 AA - 1) 
=y°+ 8y -4-2/ Q8) G1) , (4.169) 
而 


(y^ 2-6y - 4)? - 4(y* +8) (? - 1) 
= -— 8y*-- 129? - 48y -+48 
=8(4 - y?) (y - 2770, (4.170) 
所 以 (4.167) 的 确 成 立 ， 换 名 话说 ,我 们 已 经 证 明了 : Mad 
«2c 时 ， 


hm bie e (arb iO), (4.171) 
如 果 0+co<2c 则 应 当 有 
mt mot ha e (a- o), (4.172) 
而 zs, moi GER (4.150)), 那么 仍然 有 
lm iS e (a+b+o), (4.173) 


el4le 


因此 ,还 有 一 种 情况 ,4-5~2。 fll b 4 e 2a XE ga. 
Q4 a--57-2e fll b + 07-28 时 , 由 于 
(a+ b) 十 (5-0) 7-2e-4- 2a, 
那么 20>g- 上 ce， 这 时 候 ， 
4a-t 202(b--c) + (a+b) 


一 4 十 30-F2c. 
从 而 有 ac b, 
类 似 地 ， 
28--4e— (b - e) +2(6.4 5) 
= 2a - 3b 4 c, 
MMH ec, 


TIE bae fI atb, 有 
b-—2(a--e) - b2a-- (a4-b) - b 
= Ba, 
再 考虑 到 2a 0-- o, 有 
b<2(a+e)- b<2e+ (be) - b 
= 8e, 
H TF a+ e<2, 那么 ,应 当 有 
V3 
2 


Ma T me +£ < 


如 果 我 们 能 证 明 


(a d- b4-c), 


ha = h< Ma ` My, 
IAR Sm, 和 hys 有 
hat mat te mna Ju + bS Mat 1, tH M 
8 


< 5 (G+ 54-6), 


(4.174) 


(4.115) 


(4.176) 


(4.177) 


(4.178. 


(4.179) 


(4.180) 


现在 ,我 们 来 证 明 (4.179). HF a<b, W Aus M m> m, 
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由 于 单位 长 度 是 人 为 的 ， 不 妨 设 2 一 +。 WA, MEK 
叙述 , 有 
loaci, 于 <e<1 (4.181) 
8 8 . 
VAR arc, 
利用 公式 (4.32), 我 们 有 
1€g?— 2(a?-- tac) ~ (1-- af - et) 


—9(1-ta2)e? - et - (1-2)? (4.182) 
EAAS) — Aa - 8, XL 
1 
gb 


常数 4>2， 
当 — <ra 1 Bb, AT 22d o, 


A24 好 (Az; z2) > (zi 一 £2) (A —-£84- Za) <0, 
(4.183) 


An, s= + (+a), HF ade W ors 令 
A-—-2(14-a?), 


5188 (4.183), 应 当 有 
| 16g— 2(1+4°)0 - e* (1 - aê)? 


1 2 一 2 1. 4. 04288 
< 3 (14-a?) (1-- a) Im (14-8)* - (L-a) 
2d 31 _ $2. u 
=- +t)" 94^ 1308 -9) 
EIC - «) (3a - 1). (4.184) 


2 € 
h hy Lgs (eg) 
8 — 
<S Ga 5 G SGD, 
(4.185; 
我 们 知道 
2ma VIFO A, 
2m, = M23(@ e?) -1, (4.186; 
M alic 6HB, BRE 
N2 (5 - E19) o A irt A ds, (4.187) 
则 
Vh - Vi (4.188) 


TUB (4.188), 我 们 有 
Ma “mes (VIF - à — /2(a? 4: o?) — 1) 
> 3 . (1 -- a) 
2 A/2(1--a*4-4c*) 
8 (1 — a°) 
(利用 2e<1--a) 
-3 0) (4.189) 


如 有 果 我 们 能 证 明 
2V 3a>./(B- a) (9@ I(rata). (4.190) 
这 里 ga. 则 利用 (4.185) (4.189), 就 有 (4.179)， 
124° - (8 — a) (3a - 1) (L--a--a?) 
—12q?--3(a?-1) (1--a t a?) - 102(1--a4-a2) 
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= 2a! — Ta” p 8a? - (a+ 9 
= (a — 1)? (3a? — a4-3) 7-0, (4.191) 
于 是, 我 们 完全 证 明了 (3) . 
下 面 我 们 谈 第 三 节 所 建立 的 Erdós-Mordell 不 等 式 的 一 
-个 有 趣 的 几何 应 用 . 
例 20 在 锐角 入 4BC ih, RHE: h ph hS3(R- r), 
证 明 RP AR AABO MED, PE AABO 的 内 
WZ 3), AD. BE TR CF 为 AABO 的 高 . 利用 (3.71)、 
(8.72), 我 们 有 
PA=2Rcos A, PB=2Rcos B, PO=2RceosC, 
(4.192) 
读者 一 定 知道 
sin A+ sin B+sin O = 4cos 4 eos B eos — C 


2 2 2" 
-那么 ， 


r= 2s L 4 R* sin Asin Bsin O 


a+b+e 2R(sin 4+sin B+sin O) 


_ A B C 
=4Rsin x sin > sin FL (4.193) 


T, 
AP+BP+O0P=2R(cos A -- cos pd 
=2R (1+4 sin 4 sin Ë — sin 2) 
=2(R+r), (4.194) 
:利用 Erdós-Mordell 不 等 式 和 上 面 的 等 式 , 我 们 有 
hatho +thke= (APA BP+OP)+(PD+PE+PEF) 


<$ (AP+BP+OP)=3(R+r), (4.195) 
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在 环节 ,我 们 已 举 了 20 4-3 3 — 4240600 ERR 
ELO PIDE B ECRORWPTGAECOIÍBE, PRXDEGU 
多 边 形 的 一 些 不 等 式 . 
521 E HA, h, h Ae, he, ha 分别 是 人 4BO T8 
AABO ifj 1a, b, 6, a^, 05, 6* 上 的 高 ,求证 ; 
h ha hoho + h h < + (aa* -+ bb" - oe"). 


证 明 读者 一 定 知道 ,在 A ABO 中 ， 


Rh ll |. 28 
2 ha si A be, 2Rh, = sind = qo, 
2Rh= = =a 4.196 
bo = si = g , ( " ) 


类 似 地 ,在 AABO 中 ,有 
2R' hy Bo 2R"ha = 00, 2R'h.—ab*, (4.197) 
这 里 Je AARO 的 外 接 国 半 径 ， 
于 龙 , 我 们 有 
hahar + hyhy +- hah, 
_ beb*o* , aea*o" , aba*b* 
4RR ARE"  ARR* 
=4RR* (sin B sin O sin B° sin C"* 
-- sin A sin O sin À* sin C* 
j +sin Asin Bsin A* sin B*) 


< £ RR” (sin Asin A* 4 sin Bsin B* 


--sin O sin O*)? 


| 
t 


< E B. R* (sin A sin A*--sin B sin .B* 
十 sin O sin C*) 
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1 

(sin 2A + sin °B rsin +0)? 
1 
* (sin * A* - sin 2 B*- sin ?0*)? 
<$ RR' (sin Asin A' sin Bsin B' 4 sin Osin O) 


(SY (利用 第 三 节 (3.9) 和 (3.10)) 


= 3 (aa* 4- bb* 4-ec*) . (4.198) 
50122. AABO 的 三 边 分 别 是 a, b, e, 外 接 圆 半径 是 
AABO 的 三 边 Pu a^, b*, ev, RUE 
i a 0*- 6*)2 
a* a*b*c * ` 


证 明 "M v 等 式 
(a* -- b* 4-0)? 2l qve + ba” + asb) ze0. 


(4.199) 
显然 地 ,我 们 可 以 看 到 


(a*--b*--o*)? 一 X: (a*b*e* -L batas -eab ) 


= (a*-- b*-- c)? — 4 (sin 2 Ab*c* -- sin * Ba*e* -- sin "Ca*0*) 
= (a? b*2 4 gf) 
4- 2( b*c* cos 2.4 + a*c* cos 2B 4- a* b* cos 20) 
= (q* + b* cos 2C -- e* cos 2B)? + b sin? 20 -- c" sin ?2B 
4- 2b*c* (cos 2 .À — cos 2B cos 20) 
= (a* + b* cos 20 + c* cos 2B)? + (b* sin 20 ~ c^ sin 2B? 
0, (4.200) 
:我 们 利用 了 关系 式 | 
cos 2A = cos (2B + 20) = cos 2B cos 20 -- sin 2B sin 20, 


s y 


ax 


从 例 22 可 以 看 出 ， 适 当 的 恒等式 变换 技巧 是 非常 有 用 
的 ， 在 证 明 有 关 边 的 不 等 式 时 别 忘 记 三 角形 的 正弦 定理 和 余 
ZEA, 

5128 有 nn 个 /AA;BIO;(1«9xn), AABI 的 三 边 分 
pi 为 G. bi, €i, 面积 为 $i, RE: 

i 1 3 

(b w(t ut) xay Ed) 为 三 边 可 
以 组 成 一 个 A ABO. 

(2) s» — Mis, 这 里 * 是 AABO 的 面积 


(3) E (abit botoa) 一己 (qi 十 下 于 十 801) 
i $<; 


ij 
2109s; 
$<; 
证 明 (D 4 
ra ab Lieu i s 3 
一 | 二 2 [Ww 一 (| -一 z 
4 GÈ a), b Gey, c (23«). 
I (4.201) 


由 于 6 之 Qi 十 6，， 并 且 利 用 Minkowski RÆ (2.93), RI 
有 
7 i 


(i > d )« [+ > Cab] 


1 


1 1 
"f a V3 Fe b, VE f 
«(3X s) | +[2( 25) ]. (4.202) 
从 (4.202) 和 (4.201)， 我 们 知道 e<a- b, HERMT A uE 
H b-ca--ec, a-b--o, XEM a, b,o HEW A ABO 和 的 
确 存在 . 
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(2) 首先 ,我 们 要 证 明 一 个 很 重要 的 不 等 式 
ai (bj ej aj) 
. +b (oj--aj - 03) A 


dat e) ; 
l6ss, (<i, j<n) A 
(4.203) 5 G 
以 B.O, 为 边 在 点 A, 辐 侧 
4 A ABO, A A;B.O (811). 
于 是 ,我 们 有 
EE (4.204) 


MA, A30, 5 /] ACiAL - |0: Ojl. 
在 AA. "m 利用 余弦 定理 , 有 
VL ATO? - 9b, AYO eos(O,- O) = AAT 0, (4.308) 
请 读者 注意 , 当 ZO, = ZO; 时 ， (4.205) 还 是 正确 的 .于 是 ， 
我 们 有 
ga (Sy — 2b, DE. (cos C, cos O;+- sin C, sin O;) 
9j 


z0, (4.206) 
利用 
工 
cos0:= og; (a tbi - ci). 
— 1 2 2 R2 
cos O; 2ajb; (aj 4- bs 6j) . 
9s,= ab, sin O,, 2s;= a;b;sin O;, (4.307) 


那么 , (4.206) 两 端 乘 以 地 后 , 我 们 可 以 看 到 
O«b1aj + bia; 一 $a 02 — c) (a3+ bi — e$) - 9585; 
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1 5 1 
= gu (Dio ap cs b? Ceja} - 0j) 


+ $ e; (a5-- bs — e?) — 88,5; (4.208 


所 以 ,54.208) 的 确 成 立 . 
对 于 (4.202) Wi X P 9, 了 从 工 到 m 求 和 ， 并 且 利 用 
(4.201). 那么 ,我 们 有 
a) [e (DE om. a2) + b(t — 09) 上 oa(a2 十 2 02)] 
au(x s) (4.906 
H Fa, b, o BÆ AABO 的 三 条 边 , J| (4.39), 有 
1l6s*-— a? (b? -F e? — a?) -- b? (a? - e? — b2)+o (a? d, 


(4.210 
15 (4.210) (RA (4.2090, 我 们 可 以 看 到 
eS sy 4.91] 
MESE 
两 端 开 方 , 有 
s> LS s, (4.212. 
W i=l 


(8) (4.205) gis XP ¿<j RM, 我 们 有 
16 9 ss S at (05-205 - a?) +b (ea - bj) 
ej izj i< : 


+E ci (aj b; - cj) 
=- > (aibit bras + b26; 4- e202-- ej] + Ga 
Eat 155 -- eres) 
= Elli + boy dta) 
- Eala + b202- e202), (4.215 
3X FE, 例 23 的 全 部 不 等 式 都 得 到 了 证 明 . 
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特别 当 m”=2 时 ,我 们 从 (3), 可 以 看 到 
a5 (b$4- es — a3) +Dbl(as ^- e$ —- b2)+et(a2 4- b2 - ci) 
2165; (4.214) 

这 就 是 著名 的 匹 多 (Pedo3) 不 等 式 ， 

现在 我 们 来 看 四 边 形 . 

例 已 知 圆 内 接 四 边 形 ABOD 的 边 长 分 别 为 4, b, 
e, d, BPE A R, 求证 : 

(D a-- b+ a d< 4. 2 R, 

(2) abod«AR*, 

证 明 (1) 设 这 四 边 形 各 边 a, b, c d Brx3 EDD 82 t 
H Oi, 05, Os, 0,, 这 里 0 — 0 x m (1«à«4), 


H i2 图 13 图 14 
当 圆 心 0 在 这 四 边 形 内 部 或 边 上 时 (图 12, 图 13), 有 
30-22. (4.915; 
当 圆 心 0 在 这 四 边 形 外 部 时 (图 14), 我 们 有 
| > 0,2, (4.318) 
于 是 ,无 论 那 一 种 情况 , 都 有 
atbtotd=2R(sin Li +sin 2 +sin 8s tsin fa 
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8 


<8Rsin (4.217) 
=4V 2 R. 
(2) 利用 <A, 我们 有 
abed < [4 (at bto+a)| 


«GO/23R)& (利用 (4.217)) 
=4R', (4.218) 
5125. 已 知 凸 四 边 形 ABOD BOCG UJ Bl, 又 有 外 接 圆 ， 
设 内 切 圆 半径 为 7, 外 接 圆 半径 为 R 求证 : RZ. 2r, 
在 解决 例 25 之 前 ,我 们 先 证 明 一 个 有 关 曲 四 边 形 面积 s 
与 四 边 长 4, b, o, d HAR, 
引 理 ”已 知 上 是 四 边 形 480D 的 边 长 分 别 为 4，8，ce,， d, 
D 其 中 一 组 对 角 和 为 20， 


p= 3 (a+b+e+d), 


Jil xc ih AAE ILSA s 满足 关系 式 

s= (p-a)(p-b)(p-c)(p- d) 
— abed cos?0, 

图 15 证 明 ”从 图 15, 我 们 可 以 看 到 
s= È ad sin À +-— bosin O, 


上 式 两 边 平方 ,并且 两 端 乘 以 4 有 
4s? -wd?sin 2 A +b sin ?O+abed sin À sin O 
=@ d? (4 — cos 2 A) -- b?e? (1 - cos *O?) 
--2abed [cos A cos O — cos(.A--O)] 
= a? d? 4- b?e? — (ad cos À — be cos O)? 
— 2abed cos( A + O) (4.219) 
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设 角 4 13 fü C 之 和 为 20( 或 者 为 3m- 20). HA, AEN 
TAE ERL, 我 们 有 


BD? — a? +d? — 2ad eos A, (4.220) 
和 
BD2= b2+-e2 - 2becos O, (4.321) 
上 面 两 个 等 式 相 减 , 有 
ad cos A-be cos0= 5 (a^ -d* -b?.c), (4.222) 


H; (4.222) fX (4.219), 那么 ,我 们 有 
4s? — a*d? -+ D?c? -- Lene d? — b? - 6252 — 2aber coa 20 
= ad? 4 b2o2 - + (at d - 2 06)? 
— 2abed (2 eos ?0 — 1) 


= (ad+ be)? 一 iG d? — b? — c?)? .- Ácbed cos ?他 


= + [2(ad--be) 4 (a? 4-d? - b? - 02)] 
| [2(ad + bo) - (a?- d? - b? - c?)] 
— 4abed cos 20 
TU? - (b - oy] [(5--0)? - (a - d)?] 
— Aabcd cos 20 
= 了 (Bp-20) (2p - 9b) (2p - 24) (2p - 2a) 
-- 4gbod cos °0 
—A(p- a)(p. D) (p-e)(p-d) -Aabodcos?0, 
(4.223) 
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于 是 直 理 成 立 ， 现 在 可 以 证 明 例 25 T. 
例 姑 的 证 明 明显 地 , 凸 四 边 形 ABOD 的 面积 
=+ r(a--b+ edi d) = v9, (4.224) 
POD ABOD 7: RB 20- =, SURE Gen R 
RESI 
s=a/ {p= (p-a)p-9)(p-o)C-d) 


E 
SEITE EDETCEDET EIS 
"s (4.225) 
d 
M (4.224) F (4.225), 我 们 有 
Ars p, (4.226) 
AB 24 06 CD. RIE p<2./2 B. 那么 
Jir«R, (4.297) 
4 B= reh, BAR EXER SEGUE US, 从 而 必 有 
a= b= c d, 


HLÉ ABOD 是 正方 形 ， 当 然 品 四 边 形 ABOD 是 正方 形 
"p, R= 2r, 

5126 BHAE ABOD 的 四 条 边 分 别 为 b,0,d, K 
dE. ab-ae+ad+4a be bd- d> s, 这 里 s R. xxu pu E BU UI 
积 , 其 中 等 号 当 且 仪 当 ABOD 为 正方 形 时 成 立 ， 

WEBB 记 p= (abe d) 和 变换 (4.6) 类 似 , 令 


p- G= z, Pur! p-e-&u p-d-—ít, 
Dj SLE v. p. m ARER. vtytstis 2p. 
db ceo Lad lot lied 
-(p-s)p DTP RP tOo-eo( D 


» lobe 


+p- n 2v y)p 0-(p- z)(p-1) 

7 6p? — 9p(o-- y-- 24-1) + (ey A- e - at + ys-t yi A- 21) 

=y tezdi aettyz+yttzt 《利用 2 十 9 十 4 十 1 一 22) 

26/25 (利用 A>) = OA aget. 

之 6s (利用 例 25 的 引 理 ). (4.228) 
等 号 成 立 当 且 仅 当 wz，w %,t 全 部 相符 ,和 这 向 问 边 形 ABCD 
， 内 接 于 圆 ,于 是 四 边 形 ABOD 是 正方 形 . 

B)97 在 是 四 边 形 ABCD 中 ,a, b, e, d 是 边 长 ,ga, 6 为 
一 对 边 ,8, d 是 另 一 对 边 , 求证， 
a” T bon 4 q25 4 q2n 
epo E by? (b^ _ c^)? + (e^ 加 d")?-F (d^ ~ 6")?] , 
这 里 s RD iB RU EPA m E: H 283. 

证 明 由 于 

qn L 5?" g2 Ae 


=> 4s" 


` ita 7 07)? E (b* - e"? (e^ — d')!-- (d* - a*5*] 


= a"b* + b"c" 4- c" d^ + d"a^.. (4.220) 
所 以 只 要 证 明 
a^ b" + b"c" -- c"d^-- da" z-4s". (4.230) 
就 可 以 了 . - 
从 图 16. 我 们 有 Z i 
Od u 1 . í .， b 
$— y absin Bt 2- edsin D 4 Z \ 
<(ab + ed), (4.2981) a 5 F 
1338, 我们 有 Tq i6 
s« Z (botad), (4.282) 
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(4.231) 8 (4.232) SUI, 可 得 | 
s«-L(a--e) d), (4.283: 
PA 
a^ b" 4b" 1 c'd"- d'a" — (at o") (b"- d") 
ma Ya EY (利用 第 一 闻 不 等 式 (1.4)) 
=4| + Cato (b ra) | >s", (2.234) 
对 于 两 个 四 边 形 ,我 们 有 下 述 不 等 式 . 
例 88 有 两 个 凸 四 边 形 ， 一 个 凸 中 边 形 的 边 长 分 别 用 


4, b. o, d RR, MERAS 另 一 个 边 长 是 a^. 5, o", d', 面积 
X s", 求证 ， 


4(ab 4-e1) (a*b* + ed") 
(a1 b? 0 d?) lab or? og? 
zloss* 
证 明 从 例 25 的 引 理 ,我 们 知道 
108 十 [6aped cos 20 
=(b+e+d -a)la+0-+d by)(a b ed- e) 
e (a4-b-r 0 - d) 
= [Ca b)? (e - d)*] [Ce--d)?. (a b)3] 
= [2(ab Hel) (e-t? e? 3] 
“ [2(a6 4 ed.) — (a?-- b? - e? - 125] 
— 4(ab--c1)* — (a?-- b? - c? - d?)?. (4.235; 
同 理 , 有 
16C87? -A 16a* b*c*d* eos ?0* 
= A(a*b* -- c*d*)? ... CESA gn -d*2)? 
这 里 ”的 意义 同 9 完全 类 似 ， 
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(4.236) 


对 于 4 个 实效 p,q, c y. 我 们 有 
(ps. gy)? - (P= q)( M) (py ga)? (4.237) 
24 pe- gy™0 时 ,我 们 从 上 式 ,可 以 看 到 


^ po -qyz- A Gp — q*)(* - y"). (4.938) 
4 


p 2(ab-1 ed), q—a?-- b? -c? - d?, 
PES 2 (a* b^ -- evde), ya"? 4 b? e? E d"? (4.239) 
BUT (4.235) f JE 38 JE YE RO , 再 兼顾 (4.239), 我 们 立即 可 以 得 
到 下 述 不 等 式 


p> 1g|， (4.240) 
类 似 地 从 (4.236) 和 (4.239), 也 有 
a> |y], (4.241) 
WA, ps- qgy>0, FIR (4.235) M (4.236), 我 们 可 以 看 到 
pP- g22>1652, o? - y ales’, (4.242) 


再 利用 不 等 式 (4.238), 有 
4(ab+ ed) (a*b* 4-e*d*) 
- (g?-- 8? - e? - d?) (a? V? - e'? - d?) 
=< -qy 
mA my lEs", (4.243) 
现在 ,我 们 转 到 多 边 形 . 
例 29 一 个 圆 的 外 切 凸 ” 边 形 (n>>3) 的 面积 为 十 求证: 


在 这 边 形 内 部 有 一 点 到 每 条 边 的 距离 不 超过 二 ote 7. 
H WAIT, Eun 边 形 4i4s…4 的 面积 是 |， 其 
内 切 圆 圆心 为 0， 半径 是 ~， 自然 地 ， 要 计算 0 到 每 条 过 的 
距离 的 上 界 , 也 就 是 计算 7 的 上 界 . 
这 个 %“ 边 形 可 分 成 24 个 以 0 为 一 个 公共 顶点 的 三 角 
形 , 这些 三 角形 的 面积 之 和 恰 为 这 边 形 的 面积 . 


于 是 ,我 们 有 


>u SA, (利用 第 一 节 不 等 式 (1.69)) 
Hu gl 


n- 
=nr° ctg - 


T 
m mnr tg —. 


(4.244) 
所 以 ， 


r<} eig Z, . (4.245) 
rt 7l 


EG 
oiv 


图 18 
例 80 ”4142…4, J— rh n XP, O XI 边 形 内 


部 一 点 , 04 长 是 R, x), OKIN) E LAOA 的 
内 角 平 分 线 长 ,求证 : 


n 4 1 ee 
V teh coos = 
R. Ro: . 2: 


] » o0 2. 
证 明 如 图 48, id ZAQOARG 7 20,(0 0, 1<%<n, 


A. A1)， 由 公式 (4.88), 我 们 可 以 得 到 


to din ees (14c). 
° Dit Ri 
于 是 | 
! em, c e) ^ Cs 1 ) 
Cog 2H;EGa 2\R: Rua 
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>— i kawa 1 ) 


7 VRB 
B RA 
(4.246? 
而 由 第 一 节 , 我 们 知道 
f Ge) — ~ cos z( 一 7 <<) 
R:— Ah 83, 那么 ,我 们 可 以 看 到 
eos fc (cos 0, 4- cos 5 -I- .+ co8 0.) 
y} 
(sn $6 =a) 
H ta E > 
> 2 一 十 十 = = 
"n" + V RRs A R,F4 ) 
CRUB (4.246)) 
=> ^ OOA S ta » .i 
y JR. VReRs / B, B, 
(利用 A,>0G,) 
K P (4.247) 


RRR 
下 面 的 例子 很 有 意思 ,虽然 不 用 Jensen 不 等 式 就 能 解决 : 
它 . 
例 81 H 3o XLEJE 1HE n WEMA). WE K AE 
H 内 一 个 n% 边 形 , K 的 项 点 位 于 五 WB L. K 的 边 长 是 
BAKİN), KW; 
zC- cos0) «X ata - cost), 
这 里 9 是 H 的 一 个 内 角 . 
证 明 玖 的 顶点 用 AES K 的 顶点 用 B; RR, B, 位 


F AA E, A= Ao wy 表示 BB 的 长 ，y 表示 
. 159 o. 


B14: WRK (E 19), B= B,. 于 是 asy. Æ 一 有 dB 
内 ， 
DB 
DB. di -y, ZBiiAIB,- 0, 
利用 余弦 定理 ,我们 有 
egy 
- 2g. (1 - Visi) 0080, 
(4,248) 


cos 0« 0. 
PR, Oy f 
24144 C08 827 (+ yi 4126080, 
— 2934 (1— 94,1)0080 & — Ey? + (1 - yi) cosp, 
(4,249) 
38 (4.249) RRA (4.248), 我 们 有 
Vi (Í — gia)? — 2yicos 0 - (yf + i1) 0080 

«or [yt I -yan (1 eos0), (4.250) 

IA (C4. 250), 我 们 可 以 看 到 


QEAIEUCO gui)? gá cos + (¿yz 1 )eos 9] 


e Yu + Sa -4:)? - 2 eos 0 Š y+ 20080 Ziy; 
í=1 i=l i= i= 

-== 2(1+cos0)$ y- 2(1-+-cos0Sly-rn 
f=1 {=l 
202 1 2 n 

— 2(14-cos DPA yc 1) +n - (14 cos) 

. e 2 2. 
2:160. 


> (1--cos 0), (4.251 


另 一 方面 ,我 们 有 
> ms (1 -cos DAE (1 -yha 
= (L: eso [2 $y - 2 39er] 
i a 
= (1- cos0) [342 20 1) | (4.252. 
2 il A 
(v. 1) <>, 
Ao A, . 
Wila?«m.-ecos0), (4.253). 
t=1 


下 面 一 例 是 美国 第 39 届 大 学 生 数学 竞赛 题目 的 一 个 改 : 
yt. 
5) 32 平面 上 给 定 ” 个 不 同 的 点 , 求证 ， 距离 为 1 的 成 
E 2 s 
偶数 目 不 多 于 — m. 
注 , 原 题 数目 是 不 多 于 2n, 王 志 雁 编 < 美 苏 大 学 生 数 学 竞赛 题解 > 
(初等 数学 部 分 ) 解答 是 数目 不 多 于 0. SA 


2 

IT” 

证 明 £k XE m A Pi, Po, ttt, Pa Pk eí k Pa, Po, ttu 

P, 内 与 点 P, yp 63 1p, MERA 1 dH. 
数目 


$ A/3 š 
BeN S P) 
—3 n*. 


B-L (ertet +e), (4.254) 
以 Pi(I<o<m) 为 加 心 ， 1 为 半径 作 因 6c， 一 共有 nn 个 加 04， 
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2s,，…*"，0,， 内 为 任 两 个 不 同 的 加 至 多 只 有 两 个 交点 ， 所 以 这 
% 个 周至 多 有 202 一 n(n 一) 个 交点 . 


另 一 方面 , 由 于 有 ei 个 点 与 点 Pi 的 距离 为 1， 所 以 这 @ 
个 点 为 圆心 的 e, 个 半径 为 工 的 圆 必 丽 两 相交 或 相 切 , 至 少 有 
G= T0611) 

中 交点 (在 点 P. 相交 的 重 数 )， 因 而 有 不 等 式 
n(n- 1) >- > 6,(e, - 1) 


-l wq. I 
2 ii 
>. (Še) n GB desk. 60) 
2n i-i 
-2 m B. (4.255) 
n 
M (4.255), 我 们 有 
2E? — nE - n2 (n - 1) «0, (4.256) 
一 元 二 次 方程 
282 nE —-n?(n - 1) -0 (4.951) 
WAR A Do - 8n - T) fn Aq Ur 8n - T), 
Am 8114 
Es [LL 82-1). (4.258) 
H uH, 
(Aum i) — (8a — T) 
64 16 


$1627 


ü 17 
>0 (利用 A->G). (4.2595. 
利用 (4.259) ,我 们 可 以 得 到 


平面 几何 与 三 鱼 是 密切 相关 的 ， 本 节 最 后 的 三 个 例子 是 - 
几何 与 三 角 混 合 不 等 式 . 
例 33 在 入 4BC th, RE: 


ts gtis gtt yg 
证 明 ”读者 都 知道 
4 r oB 7 [2j T 
ic gc pT igne (4.261) 
TÀ, 
Biig C) 
s(tg t te 5 +g S 
rs 7S oL TS 
p-a p-b p-e 


-Kp a pP b pp-o 
=(p-b)(p-e)+(p-a)(p -e)+ (p - DP b 
= ab X bo-4-ca — p? 


- ab + be t ea E 

1 Í ¿eA pya? 
= (ab 4- be+ ea) -7 十 22 十 62) 
< beo?) 

(利用 a? 4- b*-- o? 75 4- be+ ea) 
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= E? (sin *A-- sin 2B+-sin 2O) 
<$ R° (利用 第 三 节 (3.9) 和 (3.10)). 


(4.262) 
$091 j AABO th, uE, 
ctg A+ctg BiotgO> M 3 (a+ bo) (ab? te) 


9abc 
证 明 读者 一 定 知道 
1 CsA _ 2Rcos a o 
ctg A dnd a (4.263) 
和 
ctg B = eg o= 22C. (4.264) 
于 是 
abe(ctg A 4-ctg B 4- etg O) 
= 2R(be cos À +e eos B + ab cos O) 
= R[(b°--e2 - a?) + (@?+ c? - b?) + (a? E? - e°) ] 
=R(@ +b? +e) 
mayg (ardro) Eee) RURDCIEBI D. 
Agr EA, RUA 
ctg A-kctg B+ctg 0> 3 (arb o) (a E o) 
9abc 
(4.265) 
$035 ir AABO wn RE: 
hathoth <a sin A+ b sin B--csin O. 
证 明 读者 知道 
2Hh,-— be, 2Hhy-- ac, 2Rh = ab, (4.266) 
FE, f 


PDT 


hith h = ag àe a0 tab) 


Ca? 4-7 07) 


1 
BEP 
= a sin A 1 bsin B resin O, 
(4.261 
本 节 是 这 本 小 册子 的 重点 ,在 各 种 数学 竞赛 中 ， MM 

是 一 个 很 重要 的 内 容 .但 是 对 参加 数学 竞赛 的 同学 们 而 言 

面 儿 何 往往 大 较 弱 的 一 环 ， 我 希望 这 部 分 内 容 mene 

些 帮助 . 

习 ER 四 

1. scum. 在 具有 公共 底 边 a MAK 2p 的 所 有 三 角形 中 ， 以 等 腰 三 角 
形 具 有 最 大 的 面积 .这 里 2 是 正常 数 ， 

(t 提示 : 利用 s< pO O.) 

. 求证 ; 在 具有 公共 底 边 a 和 面积 s(s 是 正常 数 ) 的 所 有 三 角形 中 , 以 
等 腰 三 角形 具有 最 小 周 长 . _ 
(提示 ; 设 ha BS y a 为 两 线 Ez z, ate, bq e= hai m° 
+VAT (aia), HAJA f (z) = V ha a ERR, ) 

38， 求证 ,在 具有 给 定 周 长 2p 的 所 有 三 角形 中 , 等 边 三 角形 有 最 大 的 : 
TEL, 

2 
(rs UR <. ) 

Wi TAROT EOEBINBUR = 角形 中 , 等 边 三 角形 有 最 小 面积 与 ; 
最 小 周 长 . 

BUR, HA so (etg ita eda S)>=s ses m 


^» 


i 
eL 


2p= reta S £ rotg B etg Deer. ) 


5， 求 证 ; 在 内 接 于 给 定 圆 的 所 有 三 角形 中 , 等 边 三 角形 有 最 大 周 长 稻 
最 大 面积 . 
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319. 


i. 


32. 


RIB 


(提示 : 利用 2 么 3V 3 RU T PIT) f s=2R2sin A sin PsinC, ) 


， 在 给 定 周 长 2p 的 所 有 三 角形 中 , RE: 等 边 三 角形 有 最 小 的 外 接 


圆 . 


有朋 RD Z 
(st. 利用 RATSNETSD， ) 


: 在 人 4BC rh, 求证 : 


民工 <13, 


£ a b c 
(提示 利用 本 节 例 1 和 例 12, ) 


. 在 AABO 中 ,直接 证 明 ; a2-F 03-41 622 ab -t- ec ca 4/3 s, 


(st. 4 p-a=s, p-b-y, p—e=zg, ab4 boca D p e p 
taytystss, HAJM p >3V San Ai Ga, ) 


.在 ud 中 , 求证; 


ab te? 1 ` 
D cir 
2 
(2) a< t5 .4 
GD 十 be 十 CC 


(提示 注意 本 节 (4,20) .) 

# AABO th, RIE: V p x N/ pa Np b+ /p— e< 3p, 
(提示 : 利用 f(s) =- V m (z>0) —TOEX. ) 

求证 ， 三 角形 内 任意 两 边 的 乘积 大 于 内 切 圆 直径 与 外 接 圆 直径 的 
SES. 

(提示 : 利 利用 ?二 4B sin £ sin = sin D B ux P ) 

iP A4BC 内 任意 一 点 ， du. S (PASE PP POS a pb 
ô, 
(提示 : 在 APAB, APBO 和 APCA 中 利用 余弦 定理 ， 请 注意 
(4.200). ) 


. 在 A. ABO 中 ,求证 : iS + 1$ 3-16 p* (p*— 12r) < mit mj + mi, 


(提示 , 先 证 明 pt (p?— 12rR) — pL (p— a)*-- (p— b)? (p- c)*]. Bi 


UH < Vp(p— a) Ri m22p(p-a)5.) 


ft AABO th, P i£ AABO 内 一 点 , P Sla, b, e ZWEERS 
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35. 


46. 


17. 


18. 


49. 


u, v. w. 记 AP=s, BP=y, CP z, sk uE, 


(1) ua-vy-Ewaz 2 (uv d vw 3- wu), 


(2) ayzz- (uto) (wtw) (wtu) 2800, 


(提示 (1) 利用 a (a- wu) zaha - 2s — au bo t ew 等 。 


(2) Au UTU <2 sin 全 等 ) 


x 
TE AABO 中 , Re, Ry, R, Bia, b, o EIOEHDBDEG, R 
证 ; Afi tr ih, + huh m RES + RoRo t RUE, 
(提示 : 利用 aha 2s= (b--c— a) Ra 等 ， 分 别 计算 左 端 及 右 端 ， 并 
旦 注意 第 二 节 不 等 式 (2..) 


在 和 4BO 由; 求证， Zer Pa Pena 这 里 Re Ra mois 
ia, b, c 上 的 傍 切 圆 半径 ， 


hs m h 
1 


fia in 2 1 
(st. 先 证 明 T Hs TU. 等 关系 式 。 ) 
AABO 的 三 边 分 别 为 4, b, e, THIRA s, AA*B*C* 的 三 边 分 别 
Jy a*, b*, eof) 面积 是 s+, Dl ab a*, b--b*, ed et 为 三 边 组 成 的 一 
个 三 角形 面积 为 4, 求证 

Vs -Vs<VA. 
(提示 ;利用 第 一 节 不 等 式 (1.71)，) 
在 锐角 A ABG m, 外 心 为 0, Hi áo, BO, CO AUF A, EX, 
Ca RIE: O 444- OB OC 4 2. R. 


一 - Q A4 
n2 r . 
(as. ZU TL PLZ Eb EH OADUE URIK 
1. ) 


在 锐角 A ABO 中 ,I 是 内 心 , AD.BE.CP k. A ABO Byz n. H 
BEd, RE. AI+BI+C1>2(HD+HE+HF), 


' , 
(st. Ze ur BB Al=4Rsin Š sin Com, 然后 利用 第 三 节 不 等 式 


OBi 入 C4 
OCA + FB 


` 43.93) ip AH -- BH+CH> AL-BIA-CI, E d$ ALBI CI 


二 37 之 4D+BB+0F， 最 后 利用 Erdos-Mordell 不 等 式 . ) 
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20. Joi A ABO rh, I RÉP. 0 EA D, H JEEP SRU, Ruk. 
9(AP*.-BP'LOP) — AHBHOH 
AOCrBO'rOO — ^ AIBIOI 


(sts. AQ? 4- BO? 0? — 3R?, AP! -BPHe- Opi T. (a? b?4- 


«8, 


a?) = B R2(l--cos Acos BcosC), AHBHCH = SRšcos A cos B 
s C, AIBICI— 6380 sin? Z sins B sine C 
‘cos C, AIBICI-—64H? sin? s sin2 J sin? PE ) 
21. 平面 凸 四 边 形 边 长 分 别 是 a, 8, e, d, 面积 为 sur. 
(1) a-«- br etd AN s; 
(2) a?-E b? - e? I. d? 7 4s, 
(提示 ,利用 例 25 引 再 和 | G| s Aa. ) 

32. 求证 : PRA R(R RERO GL 3 n BJ, 以 正 %w 边 形 的 面积 
为 最 大 ， 

(828 先 证 明 当 圆心 在 ” 边 形 外 部 时 ,这 ” 边 形 面积 不 是 最 大 的 
当 兽 心 在 % 边 形 内 部 或 边 上 时 , 利用 

eel R? (sin 044- sin Oat ++ + sin 0,) 
和 第 一 节 例 1，。) 

28. 内 切 圆 半径 相同 的 2 AJER, 求证: ME n BENERAN h. 
(提示 : 利用 s= žie ctg 2: 和 Fia =otga(0< += Z.) 是 一 个 西 
函数 ，) 

24. CURVE n XU n Aib IA BUE a 05, ns an MEIE R, 
求证 : 


. EN 
2R sin — 
[7] 


(st. a = 2Rsin D, 3 «n. ) 
35. 48CD 百 是 半径 为 工作 半圆 上 内 接 上 五 边 形 ， 其 中 4 互 是 直径 ， 
AB=a, BO=b, 0D=e, DE=d, 求证 , 
2 二 03 十 co2 二 03 十 abe 十 pod 一 4 
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27. 
. (D 设 三 个 正 实数 4，5,，c 满足 (29 0767)?  2(a* to), 


.在 AABO 中 ,求证 . R2(a+b-L e) > 
. H 为 锐角 A ABO 的 重心 , 工 为 A ABC ISSUE = 8 


(提示 : 连结 AC 和 CE, 设 9= LC0B4, 利 用 余弦 定理 .) 
下 面 五 个 习题 ,我 们 不 给 提示 , 你 们 能 解决 它们 吗 ? 


. ABOD 是 一 个 凸 四 边 形 ，* 是 面积 ， 对 角 线 40、BD 相交 于 0， 


求证 : Vsa 十 Vsacon <V s, RSRK H AB FIF 
CD, 
# A ABO rm, skr. a?b (a — b) + b%a (b— e) teal- a) 0, 


求证 : 4, b, 6 一定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 . 
(2) xn 个 正 实数 ar, Go, ***; GA 满足 
(a2 -ad- bad)" (n— 1) (afat bad) (223), 
求证 ; 这 些 数 中 任何 三 个 一 定 是 某 个 三 角形 的 三 条 边 长 ， 
a? 2 
a+b—¿` 


形 的 周 长 ,求证 , ALLE BH CH > y L, 
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五 ”研究 一 个 不 等 式 


前 四 节 , 从 Jensen 不 等 式 谈 起 ， 我 们 已 介绍 了 一 百 个 不 
等 式 方面 的 题目 .在 这 本 小 册子 的 最 后 一 节 ， 我 想 通 过 一 个 
大 家 熟知 的 不 等 式 , 和 读者 一 起 较 深入 地 研究 这 个 不 等 式 . 

第 二 十 五 届 (1984 年 ) 国际 中 学 生 数 学 奥林匹克 竞赛 有 
这 样 一 个 题目 : 

(1) RIE: Osce zn zy — 2 aye Z. WH x y, 2k 
T: 33 WH ey 81, 

WEBB 记 

A= yz t gor my — ryz, (5.1) 

如 果 e, y, e 之 中 至 少 有 一 个 为 0, 不妨 设 s= 0 RB z, y dE 
负 , 有 A= ry>0, 和 


A-ays( 29) -1< Lr. (5.2) 


FHR e, y, 全 为 正 实 数 ， 册 于 w-Fy z= 1, 读者 一 定 
知道 


l. l. tog (8.3) 
£ y 2 
WURR ze, 有 
Ys zo + yz79xyz, (6.4) 
那么 
AZ xu: >o, (5.5) 
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现在 来 证 明 A<. AGE ey 2 


ay $ +ð, (5.6; 
M= 1-5, 0x š 
s (PQ en 
于 是 ,我 们 有 
4-2 (z-- y) Foy (1— 
G9) aa 
G1): Gy Qa) 
_ 7 89, » 
"9T d 
1 2 
T SQ es 
从 上 面 的 证 明 可 以 看 出 
yz + estey- 9syz>0, (5.9) 


换 句 话说 ， RMA HI yet estey Ioys WE FA, 
让 我 们 考虑 更 一 般 情况 , 令 
B -— yz g-- oy — kryz, (5.10; 
这 里 大 是 正常 数 ,z, y,g 仍 是 非 负 实数 ， 且 wy+s -1 m 
们 来 信 计 BB 的 上 、 下 界 . 
如 果 2w，y，% 之 中 至 少 有 一 个 为 0， 则 从 (了 DD) 的 证 明知 道 
B>0, B B<. 下 面 考虑 1 y, š 全 是 正 实数 情况 .从 z, 


y, , 2 全 为 正 实数 ， 当 <9 时 ， AG. 4), 8 B0, "5 k>9 B, 
利用 Gas<As 有 
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=. (5.11) 
RIJH (5.4) f (5.11), 有 

B= yz + zo + vy- Qayz(9-— hry 
3 (9—4), (5.12 
引入 记号 min (a, 8)， 它 表示 两 实数 4, 6 中 较 小 的 一 个 ， 倒 
如 min(4, 3)-3, min (1, t-a. 从 上 面 叙 述 ， 我 
们 有 


> (9— b)zyz> 


Bzmin( A. (9-4), o). (5.13) 


现在 来 估计 B KHER, EO, 不 妨 设 eym2-0, SAE 
(6.6), 那么 ， 
B--z(e 4-4) +ry(l — kz) 


rum 
+ayfi- M+ -8)]. (5.14) 


、 l -gpega i-t 
* k>3 M 0<8< T (63) M1 (1 5j«o. 那么 ， 


s< (i-i 


dod) 


2 (eja) ow 
u 1 1 1 
* 2381-3: (6-8) «3p a- Mq 5)>0. BBB 
(5.7) 0«0-1, ^ 


« 
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p«(1 e IDE (4 3) (s 53 二 i-£) 
s £e i (k s) Do 


1 k 1 . 3 04 I 


再 观察 0 KT 
从 (5.14) 和 (5.7), 我 们 有 
p(y i 9) 


. ， 82 . 
- i-E)ei- ae» -3. B AT) 


8 
v ope Sw pG 9) 844 E -30, 那么 


B« 4(1- 5). (ws 1-4) (5.18; 
Mx 


4 cR BE AUR 514-9) 737-0 Bp IA LB 0<5~ L 
ana 易 明白 

S ea) 
4 (5.19) A (5.17), 有 


as k-3) | (539. 


dE (5.20) 


当 Decke, 8 E148) -3<0 时 ,从 (5.17) 有 


peg E 5) < (5.21) 


于 是 ,我 们 证 明了 下 述 不 等 式 ， 


(2) z, “是非 负 实数 ，z 二 十 2= 工 大 是 正常 数 ， 当 
9 
k> + W, 


、 1 
min( 27 (9— 5), 0) md zz-Fzu 一 hayz. 
(5.22) 
MA 9 
M 0<£< 4 Bf, 
Quy + erac ~ boys La - 2). (5.23) 


显然 ，(5.23) 推 广 了 (1). 
把 % 十 y 十 2 一 1 这 一 条 件 拓 广 为 2 十 y 十 < 二 5, 这 里 8 是 十 
常数 ， 利 用 (2) ,我 们 立刻 可 以 写 出 


C — ys t 25 - wy — kryz (5.24) 
HE FE. 
4 g= s, y= 55, c£", 那么 zt +y” st - 1, 和 
O= Sg (y*z* --z*g* --g*y* — bsx*y*s*). (5.25) 


利用 (2) 的 结论 ,我 们 有 
° v, y, 2 ETERRA, o ys, s, b ERR, 


Lis (9— ks), 0) «ug. oc tey- hayas M 


是 一 个 正常 数 ,我 们 来 估计 
及 一 MTT2D 十 2 - keyg (5.28) 
HE FA, 这 里 z, “仍旧 是 非 负 实 数 ,大 是 正常 数 . 
Mb, 9 中 至 少 有 一 个 为 0 了 时, 不妨 设 =- 0. 那么 , De 


zy, WA DO, p«(2vy < 


4c 
现在 考虑 c, y, 2 全 是 正 实数 情况 ， 由 于 (z-+y+2) "(上 


1 
+ 二 二 二)>>9, 因 而, 我们 有 
l l 1.9 (5.29) 
S y z 8 
上 式 两 边 同 乘 以 eyz 有 
gd go ey. yz, (5.30) 
于 是 
9 TE 
D» (5 - p)eye, (5.31) 


当 shk<9 B, D>0, 4 sh>9 时 ， 利 用 eye ( £137) < 
N3 2 

(5) # D>5 0-4k). mi, 
3 27 


D>min(0, 5, (912) ), (5.32) 
现在 考虑 DD 的 上 界 ， 类 似 (5.6), 不 妨 设 ez ym2-0, 


24y- spe, z=} sp— ò, (5.33) 


3x HL 0<x<1, 和 0<8< sp. 


2 
aye (£39) -G 8 
2 3 


"3 
[e 
< 
t$ 
~ 
° 
to 
E 
so 


D= (+ T€ sp (s sp- 5)]. 
(5.35) 
*«1-b(i sp-)«0 时 ， 


D«(S sp 3)(B sn: 
= s°p? -- (t sp +ò) s? (5.86) 
41 b( ep a) 0 W, 
D<(+ sp 2e sp = DE (iul) 
po) 


lr 1 9? rps š 
-isy( L ph). Te ktp’) 3]. 


"4 b(sp--8) - 9«0 Bj, JA EX, ff 
D<3 ep (1 pop). (5.38). 
由 于 #sp<3, 则 工 - 5 spk>0, 因而 
p< 如 (太吉 pan) 
e REG. spir spit g epe] 
-去 (5.39) 


a h(sp-+8) -3>0 时 ， 由 于 0<8<-5 sp. WA (5.87), 有 
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D< syl -3 spi) sp [spi sp) 一 3| 
g (5.40) 
用 max(a, 四 表示 两 实数 4, b 中 较 大 的 一 个 . 例如 
max (8, D-4, max( -1, I-t, 
注意 到 5 <+ s’, 因 面 综合 前 面 的 叙述 ,我们 有 : 
(4) x, y, z T a--yd es, s, b JE EE 3, 
min( 0， 3F S (9. hs) )« yz T 22--ey — hrys 


«max( <=, =). (5.41) 
从 上 面 的 研究 可 以 看 出 ， 难 点 在 于 2, y, z 全 为 正 实数 
时 上 界 的 估计 ， 下 面 推广 到 必 个 变数 的 情况 . 
u to, … m JE n PERM, SL, fi 


B= mara [2 + -k (5.42) 
METIE b ERASER n>, 
BHF a= 1, 读者 都 知道 S >n, PRR nins 


Dn 有 


n. oar, (5.43) 
451 Ti 
Ya mi 
Ez (nb), (5.44) 


当 ben! B, EOM konin, AA s A) - 
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(1), GE -ph +Y, 那么 ， 


B>min(0， -a EY). (5.45; 

MEH ERER, AW v enr, 3X0 
(5.6), 4 

z n-1 : 

> 好 一 一 一 一 十 9， (5.46; 


T 


pu Ta 一 =, 0x: - <=, 


š 


n—l 4 
g-(. -8) dipsa 5 
twa [1 ` (4 - 2]! (5.47) 


先 估计 oao, a 号 二 的 上 界 ,这 可 以 由 谢 宾 斯 基 
(Sierpinski) 不 等 式 来 解决 
引 理 (Sierpinski 不 等 式 ) HE m, to, 0, E p TEX 
数 , 自然数 了 之 2， 则 many 23 二 < == (Š 2 . 
证 明 当 2=2 时 ,由 于 
ov LL) etas (5.48) 


4 To 


Sierpinski 不 等 式 取 竺 了 显然 成 立 . 


eser 1 + 1 
tı 


— + 工 )- Botz -Vari TD 
Vo 化 3 


<Er tatea)’, 


(5.49) 
因而 Sierpinski /R 5f tH JE 3E WA 8j. 4 p= EH], Sierpinski. 
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不 等 式 成 立 ,考虑 p+ 情况 ,利用 通常 的 记号 
-1$ p 
A > t, G,= LPS “p, Hy BONN 


| 4 
TE i1 i 
(5.50) 
那么 , Sierpinski 不 等 式 就 是 . 
Gr AP 1H ,, (9.91) 
明显 地 , 我 们 有 
kÀ; . " 
Lv 一 UE 2 CH- Gr £15 
b+ 1 _ (k E lawa a Hy /EB me 
Hn ht) 
Hi gua 
Wt? p= k p}, Sierpinski 不 等 式 成 立 , 就 是 说 ， 
ESARTE, (5.53) 
因而 , (5.52), Æ 
AbaHka GE 1 _ _ (Arta) 
GE AH, (hii) Ap onat Hu 
(5.54) 
À,- H 
rom 7S 
A%r1Hrr G, 
Gri Ar “Hy 
(Ere ) 
" k+1 (5.55 
At- [Bet mes ts re] (2:58) 
i k+1 b+ 1 
令 
1 AH E 
k+l. 
=— — — — — — 一 一 >0 
f(a) Ar Em (5 - 1)(s— z j m0 
k k+1 


m (5.56) 
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那么 ， 


(Rs y 
-Demy 
| 


f (2) - f (eo) = 


Ay. wo k-i 
CW ESU 
Ar Ap 
- 1 
n-i I kAyT o A (5-1) (m — To) ] 
A 和 | 
. kA, bA,4-m k-1 _ k A. +- zo k-1 
[ k--1 [( LEN ) ( bl ) | 
_ (k -l)(%- zo) ( bÀ y zo 11 ` 
SP c») (Pues) j. (6.57; 


(tate) _ (Hatay? 


k+1 bl 
(ue im Ice" 


L kArta 


) 
+ (Zet2)( NP y 
+( d ) k-? | 


= Leag) EA, uo V? 、 
= E 0 (k (5 dey . (5.585 


因而 , f(z) 之 f(zo). 35 eca B, HF 2 m0, (5.58) i 
成 立 , EIFE f(2) f(x). BEL SET IFE 07-0, 始终 有 
FFS æ). (5.59) 
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k Ay. 


那么 FG) f (8), RU eo CES gm cen fi 
"e h-1 
f vo) Ca) 
E À,—Hy, WV f 
e pas) 21, (5.60) 


这 导致 flatra) 1, 从 (5 .55)， 有 
Aialaa GE 
GE Ap Hyo 
从 上 式 , 并且 利用 归纳 法 假设 ,有 
AZ Huai Ll AR TH x 
Y s: = k >1, (5.62) 


因而 我 们 证 明了 Sierpinski RER. 
利用 Sierpinski 不 等 式 , 4 p-n-1, 并 且 利 用 全 .46)， 


>I, (5.61) 


有 


Etg aa +< E (2 " 2 | 
将 (5.63) 代 入 (5.47), 有 
(CN 
TQ ruo anai {+ 2]! (5.64) 


AUR Obs mi MQ S), SUB Genf 
(6.46), 


n-i 
- (+ è) . (5.65) 


将 (5.65) 代 入 (5.64), 我 们 有 
sss) ee) 
Gb 
- + zu) u s) 


pen +2]. (5.66) 
(xU GS 
k 


s CO 6 5) 
(6 AG 7-7] 


n  n—i n 


B eD] 
n—1 n(n —1) | 


(5.91: 
明显 地 ， 


由 于 0<h<m, 将 (5.68) 代 入 (5.67), 我 们 有 
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GY (o Ce 
EDEN 

ME vec 
EE PET 

(1a sy: nr n 6-9 

«G une MEE -— -]} 


-(4 y x [k n —1) + knd 
= Il. nn (n— ) ren 


— (n - 2)@2 - k)]. (5.697 


由 于 0<5-- L, 0c esc, A n4, 那么 ， 
(n= 2) (n? — k) —k['a— 1) 4: 8] 
(n-2)m^ E) -kn 
=n? (n= 2) -2602 1) 
an—2)-2n(m 1) 


— n[n(n — 4) 4-2] 7-0, (5.79) 

所 以 , (5.69) 的 右 端 小 于 等 于 0. TE, 
DveGf. k ^ 
n«(1) (1 1) (5.71) 


因此 ,我 们 有 了 一 个 新 不 等 式 
(5) eu zs om EERI Jant HRANA, 0< 
k<n, 
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(5.72) 
(5.72) 是 (5.23) 的 一 个 推广 ， 当 然 也 是 (的 一 个 推广 . 
PM baB (5.45) 给 出 了 履 的 一 个 下 界 估计 , 对 于 EISE 
的 估计 ,有 兴趣 的 读者 不 妨 讨论 .研究 一 下 . 
本 书 暂 此 搁 笔 ， 愿 恋 省 在 于 生 不 等 式 的 应 用 方面 有 新 的 
开拓 , 谱 上 新 稍 ， 


* ]84 = 


